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1 Finite Elements Techniques

1.1 Finite Elements

In this section,we introduce the basic concepts for describing the finite element method. We
start by introducing finite elements for the Laplace equation

ueV=HjQ): (Vu,Vd)a =(f,d)a Vb eV,

for a givenright hand side f € L%(Q). The domain Q C R% is two or three dimensional. First,
we partition this domain into a triangulation (or mesh) Qy,, consisting of open elements
K C RY. These elements are simple geometric structures like triangles, quadrilaterals or
tetrahedra, or mixtures. The boundary of each element K has a finite number of edges e C 0K
and nodes x € 0K. The edges e C 0K are not necessarily straight, see Figure[1.T|for different
triangulations. We define

Definition 1 (Structural regularity). A triangulation Qy, = {K1, ..., Kn}of the domain Q C R4
is called structural regular, if the elements cover the domain

N
a=JK
n=1

and if different elements are disjoint
KinK; =0 Vi#j,
and if the intersection of the closure is either a common node, or a (complete) common edge

0 or,
i#£j KinKj=<ecKiandeckK; or,
x € Ky and x € Kj.

It is obvious that a curved domain Q C R cannot be triangulated with geometric structures
like triangles. Instead we must use meshes with curved elements, as shown in Figure
(right). A common approach for curved finite element meshes is to base every element
K € Qy, on one common reference element K.
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Figure 1.1: Different triangulations Qy, for a domain Q C R2. From left to right: structured
quadrilateral mesh, unstructured triangular mesh and structured quadrilateral
mesh using curved parametric elements.

Definition 2 (Parametric triangulation). Let K C RY be the reference element, i.e. an element of
size |[K| = O (1) and high reqularity (e.g. the unit quad, the right-angled unit-triangle). Further, let

P(R) c C(K)¢
be a function space mapping to R%. A triangulation Qy, is called parametric, if every element
K € Qy, arises from the mapping of the reference element

VK € Qy, there exists a T € P(K) such that K = Tk (K).

Usually, for the reference element K one chooses the unit triangle, the unit quad or the unit
hex. If the space P(K) is the space of affine mappings, the parametric triangulation Qy,
will consist of standard elements with straight edges only. If we consider mappings P(K)
of higher polynomial degree (or even rational functions), we can generate curved elements
that can be used to approximate domains with curved boundaries. Next, we define condi-
tions on the shape of each element.

Definition 3 (Shape regularity of triangular meshes). A family of triangular meshes Qy, (h >
0) is is called shape regular, if there exists a constant ¢ > 0, independent on h > 0, such that

where by hi := diam(K) we denote the diameter of K and by px the radius of the largest inscribed
circle.

Shape regularity of a sequence of meshes describes that all triangles have approximately the
same shape. It holds

Lemma 4 (Shape regularity of triangular meshes). For a family of triangular meshes Qy,, (h >
0) the following conditions are equivalent

1. The family of meshes is shape regular according to Definition

2. (Minimum angle condition) There exists a constant ¢ > 0 independent of h > 0, such that
all interior angles o are bound away from zero « > c.
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3. (Maximum angle condition) There exists a constant ¢ > 0 independent of h > 0, such that
all interior angles « are bound away from by x < 7w —c.

Describing suitable shape regularity conditions for other types of finite element meshes is
more complicated. Already for quadrilateral meshes one must combine minimum and max-
imum angle conditions to prevent that quadrilaterals can degenerate to triangles. Instead
we introduce a more general concept of shape regularity that can be applied to all kinds of
parametric meshes.

Definition 5 (Shape regularity of parametric meshes). A family parametric mesh Qp, h > 0
with reference element K is called shape regular, if there exists a constant ¢ > 0, such that it holds

1 _
VT VTl <c VK€ O,

where Ty : K — K is the reference map for element K € Qy, and with a constant ¢ > 0 that does not
depend on h > 0 or K € Q.

This definition of shape regularity is less obvious, it however is directly usable for deriving
interpolation estimates. These estimates are usually shown on fixed reference elements K
and then carried over to a specific K € Q, by using this reference mapping. For triangular
meshes, we can show that this general definition is equivalent to those given in Lemma

Lemma 6. Let Qy, be a triangular mesh. The condition of Definition |5|is equivalent to those given
in Lemma

Proof. Let K= {(x,y) € IR?F, 0 < x4+ 1y < 1} be the reference triangle. Further, Let Tx be
an element map, given as (neglecting rotation, translation and isotropic scaling, as all these
operations do not effect the shape)

ekl = (5 2)

where 1 : a with a > 0 indicates the anisotropic aspect ratio and s refers to the shearing. It
holds

1
IV Tl 9T = mae {1, Is] -+l } max {1, ";" + H}’

and for this expression to be bounded independent of h > 0, it must holds
1
Isl,lal < ¢ <oo, lal> .
By these limits, the three vertices of the reference triangle get mapped to

(0,0) = (0,0), (0,1) = (s,a), (1,0) = (1,0), se€[-c,c], aelc?,cl,

such that the regularity conditions are fulfilled. O
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Figure 1.2: Different types of mesh-refinement. Left: refinement of a triangle into three tri-
angles using hanging nodes. Right: using different refinement types such that
no hanging nodes appear.

Remark 7 (Boundary approximation). Most commonly, one considers polynomial spaces for the
element maps Tx. Such a mapping allows for higher order representation of curved boundaries, see
Figure A more recent approach is the Isogeometric Analysis: the geometrical domains in ap-
plication problems are usually designed with the help of CAD-programs. These programs use splines
(NURBS) for representing the domain. The Isogeometric Analysis uses these splines for defining the
finite element mesh and the discrete finite element spaces. By this construction, every geometrical
error is eliminated, see Bazilevs et al. [(4]].

The quality and the resolution of the finite element mesh will determine the accuracy of the
finite element approximation. Constructing a finite element mesh of a domain Q ¢ R¢ can
be a very difficult task. In particular for complex technical structures, a mesh can consist
of millions of elements just for resolving the complex geometry. Further, it is possible that
this complex mesh will not have the proper resolution at the correct spots to deliver good
approximative solutions. In such cases, a mesh must be refined. Refining a mesh is either
done by remeshing and constructing a completely new triangulation with better resolution
in certain areas or by mesh refinement. Here, elements of a mesh are split into smaller ele-
ments. By mesh refinement, we usually must break the structural regularity assumption. In
Figure[1.2] we show different procedures for mesh refinement. While the left sketch shows a
refinement that does not satisfy the structural-regularity condition, it is simple as every tri-
angle can be split in the same way. The right refinement type yields shape regular meshes,
different types of refinement must however be used depending on the refinement topol-
ogy of a triangle. If we consider quadrilateral meshes one always uses a simple refinement
model, where each quad is split into four smaller quads. A shape-regular refinement is only
possible, if quadrilateral elements are coupled with triangular elements.

If refinement techniques are used that generate non shape regular meshes, nodes on the
middle of edges appear. These nodes will be called hanging nodes and must be treated with
special care when constructing finite element spaces. We will allow for meshes with one
hanging node on an edge only. A mesh without hanging nodes and with element that all
have approximately the same size is called a uniform mesh. A mesh with areas of mesh re-
finement is called a locally refined mesh.

Locally refined meshes are unstructured meshes as apposed to structured meshes like meshes
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of tensor product type with nodes
Xk:(xr)y57z’t):h'(rvsvt) 0<T‘,S,t<M.

For unstructured meshes, there is no uniform mesh topology. Each node can be part of a
different number of elements. Finite element libraries on unstructured meshes call for a
dynamic memory layout. Compared to structured finite element approaches, this calls for
a large computational overhead. Efficient use of modern hardware with efficient memory
usage is troublesome. On the other hand, unstructured meshes allow for a more efficient
distribution of the unknowns. The same approximation property can be reached with far
smaller problem sizes. Often there is a narrow balance between both approaches. The con-
cept of mesh grading sometimes allows for an efficient compromise between fully unstruc-
tured meshes and structured meshes. Instead of changing the number of unknowns locally,
one only moves the nodal points attached to the degrees of freedom in order to reach ade-
quate local accuracy, see [3]].

If the boundaries I" of the domain Q C R4 are not polygonal, a triangulation into simplices
will not match the domain
a+ [J X
KeQn

and a geometric error will occur. For better approximation of curved domains, the element
mapping Tk must not be affine, but is allowed to have a higher degree. Figure [1.1| (right)
shows the approximation of a circular domain with a quadrilateral mesh using affine map-
pings and a quadrilateral mesh using a piecewise biquadratic mapping.

1.1.1 Finite Element Spaces

Finite element spaces Vi, are defined locally on the elements K € Qy, of the mesh Qp. The
most basic finite element space on a triangular mesh is the space of piecewise linear functions

Vi ={d € C(Q)| d|y € span{l,x,y} VK € Qp}.

On every triangle K € Qy, the finite element space is locally constructed by three basis-
functions ¢, d%, d¥ such that for the three nodes xj, x%, x§, it holds ¢} (xk) = 8ij. These
basis functions are glued together with the basis functions of neighboring elements.

Such a local construction of finite element spaces is difficult on general elements like quadri-
laterals that arise from the transformation of a reference element. A more general approach
uses parametric finite elements, where the basis is defined on the reference element K. As
reference elements, we consider the reference triangle or quad in two dimensions and the
reference tetrahedra or hex in three dimensions. Let

P, :=span{x¥, 0 < Z o <Twith0 < oy <1
i (1.1)
Qr = span{x*, 0 < oy <7},
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where o € IN9 is a multi-index. By {¢1,..., dn} we denote a basis of these polynomial
spaces. Besides the usual monomial basis functions ¢ = x*, we make use of nodal basis
functions: let X; € Kbe uniformly distributed piecewise distinct points in K. Then, the nodal
basis functions ¢; € P; (or ¢; € Q) are defined by the property

(i)i()zj):5i)', i,j:1,...,n.
By this notation, we can define the nodal basis functions ¢i, i = 1,...,n for every mesh-
element K € Qy, by using the domain-map

K._ 3 -1
by =dioT,i=1,...,n

If the element map T : K — K is affine, the resulting basis functions are polynomials in the
same space as the reference basis. For general polynomial mapping however, the nodal basis
usually consists of rational functions. In the mesh-nodes x‘f =Tk (fcf) itholds c[)!f (x5) = 8ij-
The global finite element space of order r is then given by

Vi ={d € CQ) : ¢f 0Tk € Py (or Q)} = span{dy, i=1,...,N},

where the basis functions ¢; are given by gluing the local basis functions ¢ together. Fi-
nite element spaces with global continuity are H!'-conforming Vi, ¢ V = H!(Q). For some
applications, higher regularity is required. If Vi, C C}(Q), the finite element space will be
H2-conforming, i.e. V}, C H2(Q).

In Figure[I.3lwe show typical distributions of the nodes for different reference elements and
indicate the corresponding polynomial space. The first three columns show Lagrangian
elements on triangles and quadrilaterals up to degree 3. The last column shows two H?-
conforming elements, where node values and derivative values are specified.

Sometimes, we do not require H!-conformity. Considering the Navier-Stokes equations, the
pressure must only be discretized with L?-conforming finite elements that are not necessar-
ily continuous. Here, we introduce discontinuous finite element spaces:

V}?dc ={b ¢ LZ(Q) SR d)‘K € P, (OI‘ Qr), VK € Qn}.

This space is not H!-conforming, but at least L?-conforming. Continuous finite element
spaces using the element mapping Tx are called parametric finite elements. If the element
map is a polynomial from the same polynomial space [P;]¢ or [Q,]¢ as the finite element
basis, the approach is called isoparametric .

Interpolation with finite elements

Interpolation operators I, : V — V are the most important tool for finite element error
analysis since due to their local construction they allow for a local analysis. The nodal inter-
polant Ny, of a function u : K — R is constructed by a simple point-wise process on every

element:
L

Niu(x) = 3 ul)di(x)

i=1

10
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Figure 1.3: Some finite elements. The first three columns show the degrees of freedom in
the classical H!-conforming Lagrange elements. Node-values are equally dis-
tributed in the elements. The two elements on the right are H?>-conforming. Be-
sides the node values we indicate the first derivative V¢ (two values each, small
circle), the second derivatives V2¢ (three values each, big circles) and the nor-
mal derivatives 9,¢ (one value each) in the edge midpoints. Altogether, we
specify the 3 - (1 + 2+ 3) + 3 = 21 unknowns of the Ps and 4 - (1 +2) +4 =16
unknowns of Q3.

Nodal interpolants are completely local, only information on one element K € Qy, is re-

quired. They are however only well-defined for functions u € C(K). This is not the case for
the Sobolev-space H!. Here, single point-values must not be finite. If we require interpolants
of functions with such minimal regularity, we must replace the point-evaluation u(xX) by
some kind of averages.

Lemma 8 (Nodal interpolation on K € Q). Let K € Qp and Tk : K = Kand u € H™1(K).
Then it holds for the nodal interpolation of degree v > 1

|V*(u—Npu)|x <RIV Uk, 0<k<T,
and, on the boundary of K it holds

1
I —Nrullox < ™2V .

Proof. For the proof, we refer to the literature [2]]. O

An important result in the context of interpolation is the following Bramble-Hilbert-Lemma.
Proofs are given in all standard books on finite elements, e.g. [[7,8].

Lemma 9 (Bramble-Hilbert-Lemma). Let F(-) : H™(K) — R bea functional satisfying

1. boundness
[F(v)| < C1||V||Hm(f<) v € H™(K)

11
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Figure 1.4: Patches used in defining the Clement interpolation: Left: a nodal patch P; and
the small element patch Px. Middle: large element patch Px and right: small
edge patch P, and large edge patch P, (dark gray).

2. sublinearity
[Flu+v)| < co|F(W)| + [F(V)])  Vu,v e H™(K)

3. zero on P™1(K)
F(q) =0 YqeP™1(K)

Then it holds
[FVI < e(K)Wlgm (i)

with the H™-seminorm | - |yym.

The nodal interpolation operator u — Npu is only well-defined, if u € C(Q). Point values
of u must be well defined. For H!-functions, this regularity is not necessarily given, such
that a nodal interpolation can never by H!-stable. For u € H!(Q), interpolation operators
must be defined in terms of averages. The most famous H!-stable interpolation operator is
the Clement-Interpolation:

Lemma 10 (Clement-Interpolation). Let u € H'(Q) and Vi, C HY(Q) be a Lagrangian finite
element space with basis ¢i(x;) = 05 on the triangulation Qy,. Then, the Clement-Interpolation
Chu € Vy, given as

o dx xi 00

Pyl IPXi u(x)dx x4 & h

Chu=) xi(wdi, xilu):=
" ; 0 xi € 00

with the patches P; defined as unions of all elements that touch a node x;
L ) B
KeQp, x;€K

is H-stable
|VChu|l < ¢||Vu| Yue HYQ).

and satisfies
[V(u—Chulfx < ch|Vullp,,

12
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where Py is the larger element patch

Proof. (i) We start by showing H! stability of the nodal functionals x (u) that will replace the
simple nodal value extraction XiN (u) = u(xy) used in the nodal interpolation.

Let Py be a reference nodal patch satisfying IPx| = O(1). Each patch P; € Qy, is given as
piecewise affine mapping, affine on each K € Py, of P,. Fori € LQ(ISX) it holds

1 1
) < — | R)dR < —|[fls. < el
R < o J BRI < s, < el

where the constant ¢ > 0 does not depend on h > 0 since we assume shape regularity of
the mesh. By T; we denote the piecewise affine map T; : Px — P;. Its gradient VT; is to be
understood as an elementwise constant function that satisfies

| det(VTi)|loo = O (F”) =0(h?),

Px]

where d = 2 in the two-dimensional case and d = 3 on a three-dimensional tetrahedral
mesh.

Now, let u € H!(P;) and 1t be the corrensponding function on the reference patch Py, e.g.
1(X) = u(Ti(x)). Then it holds

e —Xi (W2 (p,) < R —RWIIT, 5 -

We study F(11) = it — X({t), which is linear and vanishes on the space of constant functions.
Applying the Bramble-Hilbert lemma and mapping back to P; gives

Hu_Xi(u)H%Q(Pi) < CCbhlhdHVﬂ”QL?(Pi) < CCbhthHVUH%?(Piy

(i) We define the interpolant as
Chu(x) == Z xi(u)d)](f) (x) Yuev.
xX{€Qn
The nodal basis functions satisfy

(1)
Y oe] =1,
x{€T
if we also include the basis functions on points x; € 0Qy,. This is ok, since we set the nodal

functional to zero here, i.e. xi(u) = 0 for x; € Qy,. Using Hd)g) | (k) < 1itholds

lu—Crullk = [lu{ Y o | = Y xiwey’

XiEI_( XiEk LQ(K)

<Yl —xw)oy ez < Y Iu—xi@Wllizpy < Y conthl| Vil zep,
XiEK XiEI_( Xiel_(

< contvV (KM VU2,

13
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where c(K) is the number of elements that overlap within each patch. Given shape regularity
of the mesh we estimate c¢(K) < c uniform in h > 0. The corresponding estimate on the
edge is derived by mapping to a reference map and applying the Bramble Hilbert Lemma
here. O

Remark 11 (Interpolation on anisotropic meshes). The Clement interpolation is an H!-stable
operator
IVCrullk < cllVullpy,

with a constant ¢ > 0 that does not depend on h > 0. The Clement operator however fails, if the
mesh-elements K € Qy, are anisotropic with Nyin(K) < hyax(K). On such elements, it only holds

hmux(K)
hmin (K)

IVChufk <c Vulpy.-

An Hl-stable alternative to the Clement operator, which is also stable on anisotropic meshes, is the
Scott & Zhang operator. Here, the nodal values are also defined as averages, but averaging is only ap-
plied over edges of elements. This helps to avoid mixing of mesh-sizes in different directions. See [[16l]
for basics on the Scott & Zhang interpolation operator, and [12]] for an analysis of interpolation oper-
ators on anisotropic meshes.

1.1.2 Finite Element Analysis for Elliptic Problems

Let V = H}(Q) and V}, C V be a finite element subspace. By af(-,-) : V x V — R we denote
an elliptic and continuous bilinear-form, such that there exist constants ¢y, c2 > 0 such that

a(u,v) < 1| Vulla [|[Vlla,  alu,u) > cof[Vul/®.

This bilinear-form defines a the energy norm.

Lemma 12 (Energy norm). Let a(-,-) be a V-elliptic and continuous bilinear form. Then,
lul|a == Valu,u),

defines a norm that is equivalent to the V-norm.

For f € L2(Q) we denote by u € Vand up € Vj solutions to

alu,p) = (f,d) Vo eV, alun, én)=(f,on) Vdp € V. (1.2)
It holds

Lemma 13 (Galerkin orthogonality). For the solution w € V and the conforming Galerkin-
solution un, € Vi, C Vit holds

a(W—up,pn) =0 Vop € Vh.

14



1.1 Finite Elements

Proof. This follows as Vi, C 'V allows subtract the two equations in ([1.2) and choose ¢ :=
bn e V. O

Using Galerkin orthogonality we can directly show the following important property:

Lemma 14 (Best approximation, Cea’s Lemma). The conforming finite element approximation
is the best approximation in the energy norm ||u||q := /a(u,u)

_ < ; _
[u—unlla <c1 d)r}flell\l/hHu dnlla

and it holds

C1 .
Viu—u < — min |[V(u— .
IV —wn)| < min [V~ o)

Proof. This follows with of Galerkin orthogonality
cal| V(u—un)|* < [lu—un g = alu—un,u—un)
=a(u—un,u—o¢n) < cifu—unllaf[u—Pnl
O

Using this best-approximation property, and choosing the interpolant ¢y, := Inu € Vi, we
get a first error estimate.

Lemma 15 (Energy norm a priori estimates). Let w € H™ 1 (Q) NV be the solution to (1.2)),
and uy, € VJ, C 'V be the finite element solution. It holds:

IV = un)|| < ch™[[ VT ull.

Proof. This result follows by combining best approximation and interpolation estimates. [J

Lemma 16 (L?-norm a priori error estimate). Let u € H™1(Q) NV and uy, € V}, be solutions

to (1.2)). Then, it holds

[ —un ] < ch™ [V .

Proof. Let z € V be the solution to the adjoint problem

a(h,z) = (f2,d) YVPeEV, fm
[w—un|

As the finite element space is conforming it holds that f, € V — L2(Q). Hence given
sufficient solution of the domain elliptic regularity gives z € H?(Q) NV and

HZHH2(Q) < cs|fz]| = cs.

15
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We choose ¢ = u — uy, to get by using Galerkin orthogonality:

[u—un|| = alu—un,z) = alu—up,z—Izz)
< c||Vu—un)| [IV(z — Inz)||
< ch' ||V | erh|| V22|
<

Chr—!—l Hvr—o—luH )
]

Here, we only report on the most basic a priori error estimates, namely the energy norm error
and the L?-error. Estimating the error in a pointwise sense, i.e. in the norm |[u — up ||~ (q)
is more complex.

Lemma 17 (Maximum norm priori estimates). Let uw € C2(Q) NV and un, € V}, be solutions

to (1.2)). Then, it holds

max lu—up| < ch2{| In(h) + 1\} max V2

Proofs are found in [[13, 15, [12]].

As |In(h)| — oo for h — oo, the convergence rate is slightly less than h?. The logarith-
mic term is sharp and it is possible to construct meshes, where this result is numerically
validated. For higher order finite elements (starting with quadratic finite elements) one
observes (and one can proof) the full order of convergence

hm+1 vm+1

m>=2: upeVl mgxlu—uhlgc mgx\ ul.

1.2 Finite Elements on Curved domains

The standard finite element analysis is strongly depending on the conformity of the Galerkin
approach Vi, C V which is essential for getting Galerkin-Orthogonality. If the domain Q is
curved and cannot be matched by the finite element mesh Qy, # Q, the finite element space
will not be conforming. In this section, we shortly discuss the approximation of the Laplace
problem

weHi(Q):  (Vu,Vd)a = (f,d)a Vb € Hj(Q), (1.3)

on a domain Q C RY that is curved and smooth, i.e., the boundary 9Q locally allows for
a CT+1-parameterization, with r € IN,.. Finite elements on curved domains must deal with
two difficulties:

1. A polygonal mesh will never exactly match the domain ). Hence, the discrete equa-
tion
up € Vh: (Vun,Vonlo, = (f,dn)a, Vén € Vi,
is given on a different domain. The right hand side f must not even be defined on all of
Qp, which is the case, if the domain Q) has concave boundary parts, where (O}, might

16



1.2 Finite Elements on Curved domains

Y

Figure 1.5: Left: geometric remainders for curved boundary approximation. Definition of
the mesh snippets S}, = QO \Q and S} = O\ Q. Right: Definition of the curved
extended element T fitting the domain Q. Exemplarily for quadratic isoparamet-
ric elements.

reach out. For this reason, we denoted a modified (extended) right hand side by f.
For details, we refer to Remark 22}

2. Theboundary conditions cannot be exactly satisfied. We consider homogenous Dirich-
let conditions only. While u € H(l](O_) is zero on all of 0Q), uy, € Vy, is zero in the
boundary nodes on 90 but otherwise, it is zero on 9Q, # 0Q).

Finite element analysis on curved domains is discussed in literature [7]]. General proofs
for isoparametric finite elements on curved domains, including optimal order a priori error
bounds for the energy error are given in [[11]].

To cope with the two problems mentioned above, we will start by stating some definitions
and lemma. Parts of the boundary can be convex or concave. We define the remainders by

R=0Q\ 0, SE=0r\Q, Sh=SRUSy. (1.4)

For a parametric triangulation Qp, of Q, see Definition[2} it holds

Lemma 18 (Isoparametric triangulation of Curved domains). Let Q C R4 be a domain with
smooth boundary allowing for a C™'-parameterization with v > 1. Let Qy, be an isoparametric
mesh of Q) with polynomial degree . For the area of the mesh snippets S¥,, S}, Sy, it holds

IS5l =S¥l =Skl = O(h™1).

Proof. This follows by simple geometrical arguments. Let T € Qy, be an element at the
boundary and S be that part of Sy, which is connected to the element T, see Figure Fur-
ther, let e € 9T be the (curved) edge at the boundary Iy, which is a d — 1-dimensional
manifold in R¢ with area [e| = O(h4~!). Assume that{ : e — R is the parameterization of
0Q) over e (see again Figure . P(s) has r + 1 zero’s along the edge in 2d. Hence,

max [P| < ch™ ! max p .
[0,h] [0,h]

17
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Therefore, as |e| = O(h9™1), it holds
SI=0(h""9) = |Su|=0(h"").
O

The previous lemma shows that standard finite elements will always suffer from a geomet-
rical error. By the use of Isogeometric analysis [[10] this error could be completely avoided
for domains that can be described by splines.

Another technical difficulty is given by the mismatch of Q and Q. Functions u € H}(Q)
and up, € V4, are defined on different domains, such that the expression u — uy, must be
discussed. The following lemma will show a way to give uy, € Vi, a meaning both on Qy,
and on Q.

Lemma 19 (Boundary extension of discrete functions). Under the assumptions of Lemma
leth < hg € Rand T € Qy, be an element at the boundary dQ with boundary edge e € dT. By T
we denote the curved triangle fitting the domain’s boundary, see Figure[1.5] For wy, € Vi, we define
by {in | the polynomial extension of ur | to T. It holds

crllunins () < [[tnllys (1) < c2llunllnsry, s=0,1,2,
with two constants cq,cq > 0 that do not depend on T or h.

Proof. This follows by considering equivalence of (discrete) norms and the negligible size
of the remainders.

Tl =T =00, [(T\T)U(T\T)=0(n"").

In the following, we will always use the notation uy even on T.

While u, € Vy, is well-defined on Qy, (including S} ) and can be extended to Q including
S§, functions u € H(l)(O_) are only well-defined on Q including S¥. An extension to the
concave part S} might fail due to limited regularity. For the analysis, we need one further -
trace inequality-like - estimate:

Lemma 20 (Geometric boundary error). Let w € H}(Q). There exists a constant ¢ > 0, such
that for the convex remainder S, it holds

ﬂ
[ullsy <ch 2 flullii(q).
Further, let uy, € Vy,. It holds

[un v (s < ch2lunllis(a), s =0, 1.
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Figure 1.6: Local coordinate system on curved elements. Sketch for the proofs of Lemma
and The boundary I with segment e C T is given as parameterization of I,
with segments ey, i.e. sT: e, — e.

Proof. For the proof, we refer to Figure Let T € Oy, be an element on the boundary;,
en, € 0T be the edge of the element, T the extended element and e € T be the edge at the
boundary 9Q. By S we denote the remainder between T and T.

(i) Let x € S be given as x = (s, &), where « is the angle and s the radial coordinate, see
Figure The local coordinate system is such, that (0,) € ey C [} is a point on the
boundary of the (curved) triangle and (s(«), &) is the corresponding point on the domain’s
boundary part e C T. It holds |s(«)| = O(h"*!), compare Lemma Letu € C(S). Itholds

S

u(s, o) =u(0, ) + J oru(t, o) dt,
0

and hence

S
s o0 < ¢ (a0, 0P+l | it at).
0
Integration over S (in s and «) and noting that |s| < |s(«)| < ch™™! gives

hulls < eh™ g + [ V3. (1.5)
(if) To proof the first estimate, we continue with ([1.5) by summing over all boundary ele-
ments, using trace inequality and Poincaré and extending S}, to O

41
[ulls, < ch = [[Vulla.

(iii) For the second inequality, we apply the local trace inequality and extend from Sto T

lunl§ < ch™ (W HunlF + hlIVunF) + 1 Vun 7
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1 Finite Elements Techniques

Using the inverse inequality, we get
lunll§ < ch™fun]T,

such that the result follows by summing over all boundary snippets. This argumentation is
also valid for Vuy,. O

Discrete functions ¢y, € Vi, are not zero on 0Q) but zero on 0Qy,.

Lemma 21 (Curved boundary error). Let ¢, € Vy, be arbitrary. It holds

1
[dnlloa < ch™2||Vonlla

Proof. We again refer to Figure Let T € Oy and (s(«), &) € ebe a point on the boundary
of 0. By (0,x) € e C 0T we denote the corresponding point on the boundary of the
triangle. It holds for ¢y, € Vi,

s(a)

n(s(e), &) = (0, ) + J 3rn(t, ) dt,

0

and hence by squaring and integrating over « and by noting that |s(c)| = O(h™!) we get

[onll2 < bnllz, +ch™ [ Von|E. (1.6)
With Lemmaand using ¢ = 0 on ey,, gives

lbnlle < ™[ Vnld,
such that the result follows by summing over all boundary parts. O

Remark 22 (Extension of the right hand side at concave domain boundaries). As discussed
in the beginning of this section, problems might already arise with the definition of the right hand
side f : QO — R, which is not necessarily well-defined on the discrete domain Qy,. This issue is easily
handled by defining a projection or interpolation fy, € Vy, to be used as discrete right hand side:

(fh,dn)o = (f,dn)a  Vén € V.
An additional error of type
(f=fn, d)a < cff = fullnr (o) Vella,

will arise. By exploiting the weak norm and orthogonality of f — f1, such estimates can be given with
optimal order and without requiring additional reqularity of f € H™1(Q):

If —frllh1(0)= sup +
peHi() IVl
sup (f —frn, & — d)o
deH(Q) IVl

< ch"|[V™ || q.

To shorten the proof of the following lemma we will not give details on this issue and just consider f
as a well-defined right hand side function.
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1.2 Finite Elements on Curved domains

With these preparations, we can show the following essential theorem, that gives the a priori
error estimate for the Laplace equation on smooth and curved domains:

Theorem 23 (A priori error on curved domains). Let v € IN.. Let Q) be a domain with boundary
that allows for parametrization of degree v + 1. Let f € H™1(Q) N L?(Q). Let up € Vy be the
isoparametric finite element solution of degree r. It holds

[u—unllrq) < ch'|[f[lur—1(q)
and

lu = unll < W Hfllhr-1(a)-

Proof. (i) We start with the H! error estimate and derive a modified Galerkin orthogonality.
For ¢, € Vi, it holds (where we use the extension ¢ = ¢y defined by Lemma 19| without
further notice)

(f,dn)a = (—Au, dn)a = (Vu, Vdn)ao — (0nu, dn)ao.

The discrete problem is defined on Qp with Oy = Q U Sy \ S§. It holds

(f,dn)a + (f, dn)sy — (f, dn)sy = (Vun, Von)o + (Vun, Von)sy — (Vun, Von)s.

Then, for the finite element error e, = u — uy, we get the following disturbed Galerkin
orthogonality:

(Ven, Vén)a = —(f, dn)sy + (f, dn)sy

1.7
+ (OnW, Pn)oa + (Vin, Von)sy — (Vun, Vdn)sy. (17

(ii) Now, we can estimate the energy error by picking ¢ = Inu — up:

IVenl& < IVenllallV(w —Inwlla + [flls [ Thu — unlls
HIVun[s[[V(Inu —un)s + [[dntfoo[[Iht —unfaa, (1.8)
where we enlarged S} and Sy, to S. The single terms can be estimates with help of Lemma 20]

and[21jand the standard interpolation estimate. Exemplarily we discuss the boundary term.
With Lemma 21

T4+1
SV (Inu —un)llo

[OnulloallThe —unlloa < cluflz(q)ch

r+1

clullizioyh > (IVu—Inwlla + [Vu—un)la) .
The remaining terms can be handled in a similar fashion, such that combination with Young’s
inequality gives the final estimate.
(iii) For estimating the L%-error, we define the adjoint problem:

len]

—Az on QO withz=00n 0Q),
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1 Finite Elements Techniques

such that
lzllh2(q) < cs.

Multiplication with e, and integration over Q) yields
||eh||Q = (e]’U _AZ).O_ = (veh7 VZ)Q + <U.h, anz>a.0_a
as u =0 on 0Q). Using (1.7) with ¢y, = Iyz, it follows

lenll < [[Ven[lalV(z —Inz)a + [lunlloalldnzlon + [[0nullsalllnzlea

(1.9)
+[[fllslThzlls + [Vun|sl|VInz]s.

The first term can be estimated with help of the energy estimate and the interpolation esti-
mates, followed by the stability of the adjoint solution |z|[1j2( ) < c¢s. For the second term,
we first use (|1.6)) and get by introducing +u

[unlloa < ch™ [|[Vun|s < ch™
< ch'Z |[Ven| 4+ ch™ ! Jull20)

This procedure will also be used for the third term. The right hand side part in the fourth
term of ([1.9)) is estimated with Lemma

Iflls < ch™> [[fllr

For the interpolation part ||Iz|| we first use the intermediate result ([1.5)) from the proof of
Lemma 20]and introduce £z on the boundary to get with interpolation estimates

[Thz]|s <

< ch? 3 zllpz(q) + ch™ 2 |z o
Overall, the fourth term in ([1.9)) is estimated as
IFllslTnzlls < ch™ 2| fllr o
This trick is also used in the final term of (1.9} . As(r+1) / 2<1r+1/2
IVInzlls < ch'™ [|VInzlloo + ch™ 2| V2Inzs,
<3 (IVz = In2)lloa + V22— nz)la + Izl e (o))

The same estimate is applied to Vuy,

r+1

IVunlls < b5 (JIV(w—wn)loa + V2w — w)lla + el (o ).

Together with the stability estimates of the interpolation and higher order estimates of the
discrete solution (that can be shown by introducing +I,u and applying the inverse estimate
to the discrete parts) we get

IVunlslIVInzlls < ch™ [ f]li2q
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2 Solution Techniques

Das Bestimmen der Finite Elemente Approximation uy € Vi, einer linearen Randwertauf-
gabe erfordert das Losen eines linearen Gleichungssystems

Ahuh = bh.

In diesem Kapitel befassen wir uns mit iterativen Approximationsverfahren fiir grofie lin-
eare Gleichungssysteme, welche von der Finite Elemente Diskretisierung einer partiellen
Differentialgleichung stammen. Wir beschrdanken uns dabei wieder im Wesentlichen auf
das Dirichlet-Problem des Laplace-Operators:

—Au=f inQcR?® u=0aufdQ.

Bei Bedarf gehen wir auf andere, z.B. nicht-symmetrische Gleichungen, oder auch die (ein-
fache) Erweiterung auf dreidimensionale Probleme ein.

Bei der konformen und konsistenten Finite Elemente Methode erbt die Matrix A € RN*N
wichtige Eigenschaften des Differentialoperators, d.h., falls z.B. die Randwertaufgabe posi-
tiv definit ist, so ist es auch die Matrix, falls sie symmetrisch ist, so ist auch die Matrix sym-
metrisch. Ublicherweise ist N > 1000 sehr grof. Daher scheiden direkte Verfahren, wie
die LR- oder Cholesky-Zerlegung als Losungsmethoden aus. Nach Konstruktion der Finite
Elemente Basis ist die Matrix aber diinn besetzt, je nach Ansatzgrad, Dimension und Gle-
ichung (d.h. Grofse des Differnetialgleichungssystems) zwischen 5 und tiber 100 Eintragen
pro Zeile. Ublicherweise, insbesondere bei Verwendung von allgemeinen Gittern, hat die
Matrix keine Bandstruktur sondern die Struktur dndert sich von Zeile zu Zeile.

Durch numerische Quadratur treten zwangslaufig Rundungsfehler auf. Beim Losen des lin-
earen Gleichungssystems werden diese Fehler verstarkt. Es gilt die folgende Abschdtzung.

Lemma 24 (Storungssatz). Let 0Ay, and dby, be distortions of system matrix and right hand side
satisfying

[5AR
[An]]

w:= conds(Ap) <1, [8An| < ||A}_11”_1-

Then, for the distorted solution Gy, = un + dun to (Ap + 0Ap)an = by, + dby, it holds

[Sun| _ condy(An) {HMhH !5bhH}
[[an | l—p [An[l brl
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2 Solution Techniques

Proof. (i) We start with the simple case and consider an error in the right hand side only
f)h = bh + 6bh It holds

Ahuh = bh, Ahﬁh = f)h = up — ﬁh = A;lébh
and hence with Auy, = by,

up —Gnl| _ [Jupn — Gl  [Jup —Gn ||
~ - ~
[Anl [unll = [[Anun]| [l

Multiplication with ||A|| gives the first result

—1” HébhH )
[bn||

[un — an | [[3bn |
———— < cond(Ay,) (2.1)
[[un [br
if we consider an error in the right hand side only.
(i) Now, we consider an error in the matrix Ay, = A}, + 5Ay,. It holds
Ayuy, = by, Ahﬁh =bp, = up—up= A}_LléAhuh.
Using the assumption ||A; 8An | < [|A; ] [[8AR]| < 1 gives
- g A 1A Ay I 113AR]
[(Ap, + 8AR) 16AL| = |1+ A T8A) 1A 1A || < —
" " 1—[[Ay 5A]|
Henee A5 18w
A |16AR
lun — Al < A= lun )
1—[|A; 8A||
We define by ||un || and extend the fraction by ||Ap||/||An]| (twice) to get
[un — un | < cond (A ) AR ||
[[an | 1 —cond(Ap) ”fAhH [An|l
(iii) The final result follows by combining both estimates. O
Lemma 25. Let || - || be a matrix norm, induced by a corresponding vector nom. Let A € R™*™ be
such that |A|| < 1. Then, I + A is a reqular matrix and it holds
1
1T+ 87 < =
1—[|A]
Proof. As || - || is an induced norm
T+ Aall = [Ix[| = |Ax[| = (T = [[A]) ][]
Therefore 1 — ||A|| > 0 shows, that I + A is injective and regular. Finally
=Tl = [T+ A) T+ A) [+ [[(T+A)"" +AT+A) 1|
> [[(T+ A) ] = A 1T+ A) )
= [[(T+A)~HI(1 —[|A]) > 0.
O
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2.1 Eigenschaften der linearen Gleichungssysteme

Die bestimmende Grofie fiir die Fehlerfortpflanzung ist also die Konditionszahl der Matrix.
Wir beweisen:

Lemma 26 (Konditionierung der Steifigkeitsmatrix). Auf einer Folge von reguliren Gittern
Qy, gelten fiir die Konditionszahlen der Steifigkeitsmatrix Ay, (der Poisson-Gleichung) sowie fiir die
Massenmatrix My,:

conds(Ap) = O(h™2), condy(My) = O(1).

Proof. (i) Beide Matrizen sind positiv definit. Die Spektralkondition ist also gegeben durch:

Amax(Ah) }\max(Mh)
condy(Ap) = ———, condy(Mp) = ————.
alfin) Amin (An) 2(Mn) Amin (Mn)
Fiir die Eigenwerte einer positiv definiten Matrix A gilt
A A
Amin(A) = min A0V BTV (),
veRN  |v] veRN  |v|

(if) Wir bestimmen zunédchst die Konditionszahl der Massenmatrix. Mit den Element- Massen-
matrizen Mt und der elementweisen Einschrankung vt = vt gilt fiir einen Vektor v, € Vy,
mit Koeffizienten v:

(MT1vT,VvT)
(Mpv,v) = Z 7’2|VT|2
TeOn vl
M+vy,v
> min w Z |VT|2 2> min {}\min(MT)}|V|27
TeQn, veRN  |v] = TeOn

Entsprechend gilt fiir den maximalen Eigenwert:

MrvT, Vv ;

M Z |VT|2 < min {Amax(MT)}dmax|V|2a
TeOy

TeOn

Mpv,v) < max
< MA TeQn veRN [vr[?

wobei dmax die maximale Zahl Zellen ist, die sich in einem Knoten treffen. (Diese Konstante
ist auf formreguldren Gittern gleichméfsig in h > 0 beschrénkt).

Fiir die Eintrdge der Massenmatrix gilt bei Transformation auf das Referenzelement:
myj = |det By|rhy;,
und es gilt also mit |det Bt| = O(h‘Tl) tur die Eigenwerte von Mt:
Amax(M1) = | det BrAmax (M) < ¢h,  Amin(Mr) = |det BrAmin(M3) > chi.

Die Matrix M5 ist fest, die Eigenwerte konnen durch Konstanten abgeschitzt werden. Es
folgt:
Amin(Mp) > ch?, Amax(Mp) <ch® = condy(My) = O(1).
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(iii) Die Eigenwerte der Steifigkeitsmatrix Ay, wollen wir auf die Eigenwerte der Massen-
matrix My, zurtickfiihren. Es gilt:

. (Anv,v) . (Mpv,v) . a(vh,Vvh)
Amin(Ap) 2 min ———— min ———— = min ————Anin(Mn),
(An) > iy vy B8 Ty = T min (M)
<Ahv7 V> <MhV7 V> a(vh7 Vh)
Amax(An) < — 1 L = ————Amax(Mpn).
(A S T M, vy e T VB e, e (M)

Weiter gilt wegen Vi, C V= H}(Q):

. a(Vh,vn) . a(v,v)
min ———->— > in 3
vheVi  |[vill veHi(Q) [Vl

= Amm( )

mit dem kleinsten Eigenwert des Laplace-Operators auf (). Mit der inversen Beziehung,
Satz ?? gilt ferner:

avi,vn) < Y [VvnlF <e Y he?valf <c fnax hp 7llvnl,
TeOQy TeOQy

Insgesamt gilt also:

Amin (A)Amin(Mn) < Amin(An) < Amax(An) < CTHEI%X hT Amax (Mn).
h

Mit Apin(A) = cg > 0 und den Eigenwerten der Massenmatrix folgt die Behauptung. O

It is important to note, that the h-dependency of the condition number
COndQ(Ah) =0 (h72)

comes from the degree of the differential operator. —Ais a second order differential operator.
The mass matrix corresponds to the identity operator id and here, the condition behaves like
O (1). Finite element approximations of the operator (—A)?, where

a(u, ¢) = (Au, Ad)

have a system matrix with a condition number that scales as O (h™*). The condition num-
ber does not depend on the polynomial degree of V}, and it also does not depend on the
dimension d of Q C R4.

Aufgrund des Konstruktionsprinzip von Finite Elemente Ansédtzen sind die Matrizen diinn
besetzt, denn z.B. fiir Lagrange-Ansatze gilt:

supp(cb )ﬂsupp(d) )75(7) & EITGQh,xi,XjGT.

Die genaue Anzahl von Matrix-Eintrdgen pro Matrixzeile hiangt jedoch stark vom jeweiligen
Finite Elemente Ansatz und auch von der zugrundeliegenden Triangulierung ab.
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Figure 2.1: Ausschnitt von zwei uniformen Dreiecksgittern und jeweilige Knotenfunktionale
der linearen Finiten Elemente Diskretisierung, sowie uniformes Vierecksgitter
mit den Knotenfunktionalen der biquadratischen Finiten Elemente.

Example 27 (Matrix-Struktur). Zunichst betrachten wir die Diskretisierung der Poisson-Gleichung
mit linearen Finiten Elementen auf einem gleichmipfigen Dreiecksgitter wie in Abbildung [2.1]links.
Auf jeder Zelle T liegen drei Knotenpunkte xi, das heifst pro Zelle iiberschneiden sich drei Basisfunk-
tionen. In jedem Knoten x; kommen auf diesem Gitter sechs Eckpunkte zusammen. Jede Matrix-Zeile
(die j-te Zeile beinhaltet jeweils die Kopplungen der Testfunktion d)l(E) zu allen anderen Testfunktio-
nen) hat neben dem Diagonaleintrag noch sechs Nebendiagonaleintrige.

In der mittleren Abbildung ist ein weiteres, auch sehr regelmifSiges Dreiecksgitter gezeigt. Hier gibt
es Knoten xi, welche Eckpunkte (die rund markierten) von vier Dreiecken sind, sowie Knoten (die
eckigen), in welchen 8 Dreiecke zusammenkommen. Neben der Nebendiagonale gibt es also noch vier
oder noch 8 weitere Matrixeintrige pro Zeile.

In der Abbildung rechts wird ein uniformes Gitter mit den Knotenpunkten x; der biquadratischen
Finiten Elemente gezeigt. Hier muss die Analyse der Matrixeintrige je nach Typ der Knotenfunk-
tionale erfolgen, ob die Punkte im Innern (Viereck), in den Eckpunkten (Kreis) oder auf den Kanten
(Dreieck) liegen. In jedem Elemente T iiberschneiden sich die Triger von 9 Basisfunktionen. Die
Matrixzeile, welche zu einem Knoten im Innern eines Elementes gehdrt hat demnach inklusive Diag-
onalelement 9 Eintrige, da fiir die zugehdrige Basisfunktion gilt supp (cpﬁf h=T. Basisfunktionen
zu Punkten auf den Kanten haben einen Triger auf genau zwei Vierecken und erzeugen somit 15
Matrixeintrige. Fiir Knotenpunkte auf einer Ecke entstehen 25 Matrixeintrige.

Die betrachteten Beispiele zeigen, dass auch bei einfachen Ansatzen und gleichméfiigen Git-
tern keine einheitliche Matrixstruktur erwartet werden kann. Vielmehr muss davon ausge-
gangen sein, dass die Matrix generell unstrukturiert ist und sich von Zeile zu Zeile d&ndern
kann. Dies ist insbesondere der Fall, wenn allgemeine Gitter zugelassen werden, in denen
sich pro Eckknoten unterschiedlich viele Elemente treffen.

Das “Aussehen” der Matrix A hangt zusitzlich noch von der gewéhlten Nummerierung der

Freiheitsgrade im Gitter ab. Angenommen das Gitter habe N = M? Knoten, mit M Knoten
in jeder Raumrichtung. Werden z.B. die Freiheitsgrade im Gitter links von Abbildung
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lexikographisch, also von unten links, nach oben rechts nummeriert ergibt sich eine Block-
Bandmatrix mit der Struktur:

B —I 4 -1
-1 B I -1 4 -1
-1 B I -1 4 -1

-1 B I -1 4 -1
-1 B -1 4

Man beachte, dass jede Matrixzeile nur 5 Eintrdge ungleich Null hat, obwohl nach obiger
Diskussion 7 Eintrdge entstehen sollten. Die beiden Eintrdge zur jeweils Diagonalen Kop-
plung verschwinden jedoch auf diesem gleichméfiigen Gitter aus Symmetriegriinden und
sind im Allgemeinen vorhanden. Auf allgemeinen Gittern, oder bei anderer Nummerierung
der Freiheitsgrade im Gitter ist {iblicherweise keine Bandstruktur gegeben. Zum effizienten
Speichern dieser diinn besetzten Matrizen sind daher spezielle Speicherstrukturen notwendig.

2.2 Krylow-Raum-Methoden

Einfache Fixpunktiterationen lassen sich in folgender Form schreiben:
K = xk 4 dk, k=12,...,

wobei d* in jedem Schritt die Richtung angibt, in der die Losung verbessert wird. Beim
Jacobi-Verfahren bestimmt sich diese Richtung z.B. als d* = D~!(b — Ax*), beim Gauf-
Seidel-Verfahren als d* = (D +L)~*(b— Ax*). Um diese allgemeine Iteration zu verbessern,
setzen wir an zwei Punkten an: Zunichst fiigen wir in jedem Schritt der Iteration einen
Relaxationsparameter w* ein:

Xt =x* + wkd*, k=1,2,...,

welchen wir Schritt fiir Schritt optimal bestimmen werden. AnschliefSend versuchen wir
neue Suchrichtungen d* auf eine systematische Art und Weise zu entwickeln. Das heifit,
wir suchen eine Richtung d, in der die grofite Fehlerreduktion zu erwarten ist. Hier wird
der Begriff des Krylow-Raums zur Geltung kommen.

2.2.1 Abstiegs- und Gradientenverfahren

In diesem Abschnitt beschrdanken wir uns auf symmetrisch positiv definite Matrizen A €
R™*™. Zentral fiir das gesamte Kapitel ist die folgende Charakterisierung zur Losung eines
linearen Gleichungssystems mit symmetrisch positiv definiter Matrix:
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Lemma 28 (Lineares Gleichungssystem und Minimierung). Es sei A € R™*™ eine sym-
metrisch positiv definite Matrix, x,b € R™. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

() QW <Ql) WeR™ Q)= Ay} by

Proof. (i) = (ii) x sei Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b. Dann gilt mit be-
liebigem y € R™:
QQ(Y) - 2Q(X) = (AY7 Y)2 - 2(b7 Y)Q - (AX, X)2 + 2(b7X)
= (AY7 Y)2 - Q(AX, Y)Q + (AX,X)2
= (A(y _X)ay _X)Q = 07

d.h. Q(y) > Q(x).

(ii) = (i) Umgekehrt sei Q(x) nun Minimum. Das heifit, x € R™ ist stationdrer Punkt der
quadratischen Form Q(x), also

10 0 (1 ‘
0= aXiQ(X) = {i(Ax,x)g — (b,x)2} — (Ax)i—bi, i=1,....mn
Das heifst, x ist Losung des linearen Gleichungssystems. 0

Anstelle der Bestimmung einer Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b, suchen
wir das Minimum des sogenannten Energiefunktionals

Q(x) — min.
Dieser Zugang ist Grundlage der im Folgenden diskutieren Verfahren und auch Basis der
allgemeinen Klasse von Krylow-Raum-Verfahren.

Remark 29. Die Bezeichnung Energiefunktional ist physikalisch motiviert, da dieses Funktional die
Energie eines Systems reprisentiert. Zu dieser Energie kann eine dementsprechende Norm assoziert
werden, die wir in Kiirze definieren.

Wir betrachten zunédchst nur symmetrisch positiv definite Matrizen, daher ist durch ||x|| A :=
V/(Ax,x)o eine Norm, die sogenannte Energienorm, gegeben. Die Minimierung des En-
ergiefunktionals Q(-) istauch dquivalent zur Minimierung des Fehlers x*—x in der zugehérigen
Energienorm. Denn angenommen x € R™ sei die Losung des Gleichungssystems und

y € R™ eine beliebige Approximation an diese Losung. Dann gilt

ly — x|z = (A(y —x),y — x)2 = (Ay,y) — 2(Ay, x) +(Ax, x) = 2Q(y) + (Ax,x).
—

=2(b,y)

Minimierung von Q(y) minimiert auch den Fehler in der Energienorm.
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Die Idee des Abstiegsverfahrens ist die sukzessive Reduktion des Energiefunktionals Q(-) fiir
eine Folge von Approximationen x*. Dabei wird in jedem Schritt des Verfahrens zunéchst
eine sogenannte Abstiegsrichtung d* gewahlt, im Anschluss wird die Approximation in
dieser Richtung verbessert: x**! = x¥ + w*d*. Die Schrittweite w* € R wird dabei
so gewdhlt, dass der resultierende Wert des Energiefunktionals minimal wird. Wir fassen
zZusammen:

Listing 2.1: Abstiegsverfahren
Es sei A € R™*™ symmetrisch positiv definit, x°, b € R™.
Fuer k von 0,1,2,...
Waehle Abstiegsrichtung d* € R™
Bestimme w® als Minimum von w® =argmingxcp Q(x* + w*d¥)
Update x**' =x*+ wkd*

W N =

Wir gehen davon aus, dass die Suchrichtungen gegeben seien. Es bleibt, die optimale Schrit-
tweite zu berechnen. Hier handelt es sich um ein einfaches skalares Minimierungsproblem.
Wir bestimmen

0
0= WQ(xk + wkd") = w*(Ad¥,d¥) + (Ax*,d¥) — (b,d"),

also .
x  (b—Ax*,d")
(.U —_— W. (2-2)
Eine Moglichkeit zur Bestimmung der Abstiegsrichtung ist eine Kombination mit Jacobi-
oder Gauf-Seidel-Verfahren. Die Richtungen werden iiber diese Verfahren bestimmt, die

Schrittweite wird optimal berechnet. Wir betrachten hierzu ein Beispiel:

Example 30 (Abstiegsverfahren, Jacobi und Gauf3-Seidel). Es sei Ax = b mit

2 -1 0 2 1
A=1|-1 2 —-1], b=|-3], x=1{0
0 -1 2 4 2

Mit dem Startvektor x° = 0 fithren wir jeweils zehn Schritte mit Jacobi-, Gauf-Seidel-Verfahren
sowie jeweils mit den entsprechenden Kombinationen unter Verwendung des optimalen Abstiegss-
chritts w* durch. In Abbildung links fassen wir fiir alle Verfahren die Fehler zusammen. In
der unteren Abbildung stellen wir den Approximationsverlauf x* € R3 fiir Jacobi sowie Jacobi-
Abstiegsverfahren grafisch dar. Obwohl der Verlauf des Jacobi-Abstiegsverfahrens wesentlich “ger-
adliniger” scheint, konvergiert dieses ebenso langsam wie das Jacobi-Verfahren selbst. Nur im Fall
des Gauf3-Seidel-Verfahrens wird die Konvergenz durch Wahl optimaler Schrittweite w* wesentlich
beschleunigt.

Abschliefiend werden wir ein erstes Verfahren entwickeln, welches die neue Suchrichtung
d* € R™ systematisch so bestimmt, dass das quadratische Funktional Q(x) moglichst stark
minimiert werden kann. Wir suchen also die Richtung des stirksten Abfalls. Zu einem Punkt
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2.2 Krylow-Raum-Methoden

x € R™ ist dies gerade die Richtung d € R™, die normal (sprich senkrecht) auf der Niveau-
menge N(x) steht:

N(x):={y e R": Q(y) = Q(x)}

In einem Punkt x ist die Niveaumenge aufgespannt durch alle Richtungen 6x € R™ mit
0= Q'(x) 5x = (VQ(x),5x) = (b — Ax, 5x).

Die Vektoren 0x, welche die Niveaumenge aufspannen, stehen orthogonal auf dem Defekt
b — Ax, dieser zeigt daher in Richtung der stirksten Anderung von Q(-). Wir wihlen d* :=
b— AxX. Dieso gefundene Suchrichtung wird dann mit dem Abstiegsverfahren kombiniert,
d.h., wir iterieren

k. k k. HdkH% k+1 . Jk k 3k
d .—b—AX, w .—m, X =X +wd

Wir definieren das Gradientenverfahren:

Listing 2.2: Gradientenverfahren
Es sei A € R™*™ symmetrisch positiv definit, b € R™. Es sei x° € R™ beliebig
und d° := b — Ax".

1 Fuer k von 0,1,2,...

2 Tk = Ad®
K _ _lldili3
3 W= = Gran);
4 x5 — xk 4 kdk
5 dk+1 — dk _ wka

Durch Einfithren eines zweiten Hilfsvektors r* € R™ kann in jeder Iteration ein Matrix-
Vektor-Produkt gespart werden. Fiir Matrizen mit Diagonalanteil D = «l ist das Gradien-
tenverfahren gerade das Jacobi-Verfahren in Verbindung mit dem Abstiegsverfahren. Daher
kann fiir dieses Verfahren im Allgemeinen auch keine verbesserte Konvergenzaussage erre-
icht werden. Es stellt jedoch den Einstieg in eine ganze Klasse von komplexeren Verfahren,
den Krylow-Unterraum-Verfahren, dar. Wir zeigen:

Lemma 31 (Gradientenverfahren). Es sei A € R™*™ symmetrisch positiv definit. Dann kon-
vergiert das Gradientenverfahren fiir jeden Startvektor x° € R™ gegen die Lisung des Gleichungssys-
tems Ax = b.

Proof. Esseix* € R™ eine gegebene Approximation. Weiter sei d := b— Ax*. Dann berech-
net sich ein Schritt des Gradientenverfahrens als

Kl gk (d,d) d

x (Ad.d)
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Fiir das Energiefunktional gilt:

QU ™) = J(AxSH, x5 — (b, x¥+)

L axe o+ L ((dd‘”) (Ad.d)+ et (axka)
—(b,x*) — (ddd(i d)
-+ e La )+ (aka - ma
_ Q(xN) { +(Ax* — b d)}
—
Also folgt
Q1) = Q) — 548l

Wegen der positiven Definitheit von A gilt
)\min(A)(da d) < (Ad, d) < )\max(A)(da d)

und schlief3lich ist mit

(d,d)
2}\max
———

>0

Qx*"1) < Q(x*¥) -

die Folge Q(x*) monoton fallend. Solange d = b — Ax # 0, fillt die Folge streng monoton.
Weiter ist Q(x*) nach unten durch Q(x) beschrinkt. Also konvergiert die Folge Q(x*) —
¢ € R™. Im Grenzwert muss 0 = (d,d) = ||b — Ax||? gelten, sprich Ax = b. O

Schliefslich zeigen wir noch eine (suboptimale) Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit
des Gradientenverfahrens:

Lemma 32 (Konvergenz des Gradientenverfahrens (vereinfacht)). Es sei A € R™*™ eine
symmetrisch positiv definite Matrix. Dann gilt fiir das Gradientenverfahren zur Lésung von Ax = b
die Fehlerabschitzung

)\max(A)
}\min(A) .

1\
]xk—x||A<<1—K> , k:=conda(A) =

Proof. Die Matrix A € R™*™ ist symmetrisch positiv definit. Es gibt also ein System aus n

Eigenwerten
0<}\min =A< - <Ay = Apax

und orthonormalen Eigenvektoren wy, ..., w,, € R™. Es sei
n
ek =x"—x= Z efw; (2.3)

i=1
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2.2 Krylow-Raum-Methoden

eine Entwicklung des Fehlers in den Eigenvektoren. Fiir einen Iterationsschritt des Gradi-
entenverfahrens gilt mit
d* =b— Ax"* = —Ae®

die Fehlerfortpflanzung

Kr1 ok, (d%,d¥) (Aek, Ae¥)

— =T ) gk kbl gk 7 077 Ak, 2.4
X X+ (Ad¥, d¥) = e e (AZek_ Ack) e (2.4)
Mit der Darstellung (2.3)) und mit Aw; = A;w; folgt
N N
(Aek Aek )
i=1 i=1
mit
o (Aek, Ae¥)
W= (A2ek, Aek)’

Wegen der Orthonormalitidt der Eigenvektoren und wegen A; > 0 folgt

n PN - n -eKw:
(Zj:l Aje; WJ,Z]-:1 Aje; W]>

M= Ay o Ajek
(ZH ATe;wy, 2 i1 Aje; Wj)
2
=il -
YL Ad(ek)?
2o A (ef)? Amax

> Ami = .
e Amax Zj:l }\32( j )2 Amin

Wir machen nun mit (2.5]) weiter und erhalten in der A-Norm

N
[e* L% = (AeR T, eR ™) (AZ (1—wi)efwi, Y (1— ui)e’fvvi>

i=1
N
Z (1— 1) 27\ )
i=1
Und mit (2.6) und dem Zusammenhang
le¥[[3 = (Ae*,e*) = Y Ai(e})?

folgt dann

k+12 1 ? k12 Amax
e ]2 < 1—; le*[[a, & :=condz(A)= :

Wiederholte Abschdtzung ergibt schliefilich
1\ &
ekl < (1= 1) 1= xa.
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Remark 33 (Optimale Fehlerabschédtzung fiir das Gradientenverfahren). Mit gréfierem Aufwand
lisst sich fiir das Gradientenverfahren unter denselben Voraussetzungen die optimale Fehlerabschitzung

1—1/k
1+1/x

1
— = 2 1
'f:1—+0<2>,

1—1—; K K

d.h., es liegt doppelt so schnelle Konvergenz vor. Schliissel fiir diesen optimalen Beweis ist der Satz
von Kantorovich, eine Abschitzung fiir die Eigenwerte einer positiv definiten Matrix. Fiir den Beweis
verweisen wir auf die Literatur [?].

k
[x* —x|a < < > ,  k:=condz(A),

herleiten. Es gilt asymptotisch

Die asymptotische Konvergenzrate des Gradientenverfahrens wird durch die Kondition der
Matrix bestimmt. Fiir die Modellmatrix gilt k = O(n?), siehe Beispiel 2. Also gilt

1— 2 2 1
= n=1—-—+0(—]).
P=1 +5 n2 <n4>
Die Konvergenz ist demnach ebenso langsam wie die des Jacobi-Verfahrens (wir haben bere-
its diskutiert, dass es fiir die Modellmatrix mit dem Jacobi-Abstiegsverfahren tibereinstimmt).

Fiir das Gradientenverfahren gilt jedoch der folgende Zusammenhang, der Basis des CG-
Verfahrens ist:

Lemma 34 (Abstiegsrichtungen im Gradientenverfahren). Es sei A € R™*™ symmetrisch
positiv definit. Dann stehen je zwei aufeinanderfolgende Abstiegsrichtungen d* und d**! des Gra-
dientenverfahrens orthogonal aufeinander, also (d*, d**1) = 0.

Proof. Zum Beweis siehe Algorithmus[2.2] Es gilt

(d*,d*)

— = Adk,
(Adk,d¥)

dk+1 — dk _ (Uka — dk _

Also gilt

(d*,d*)

dk+1 dk — dk dk .

(Adkvdk) = (dkvdk) - (dk7dk) =0.

2.2.2 Das CG-Verfahren

Der Zusammenhang aus Satz [34] gilt nur fiir jeweils aufeinanderfolgende Abstiegsrichtun-
gen, im Allgemeinen gilt jedoch d* / d**2. In Abbildung rechts ist der Approxi-
mationsverlauf des Jacobi-Abstiegsverfahrens, welches hier mit dem Gradientenverfahren
tibereinstimmt, dargestellt. Zwei aufeinanderfolgende Richtungen sind zwar je orthogonal,
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2.2 Krylow-Raum-Methoden

die dritte Richtung steht jedoch wieder nahezu parallel auf der ersten. Dies fithrt dazu, dass
das Gradientenverfahren im Allgemeinen sehr langsam konvergiert. Das CG-Verfahren,
auch “Verfahren der konjugierten Gradienten” genannt, entwickelt diesen Ansatz weiter
und wihlt Suchrichtungen {d’,...,d""!}, die paarweise orthogonal sind. Orthogonalitat
wird dabei im A-Skalarprodukt (wir betrachten weiter nur symmetrisch positiv definite
Matrizen) erreicht:

(Ad",d®) =0 Vr#s

Im k-ten Schritt wird die Approximation x* = x° + Z]f;()l aid! als das Minimum iiber alle

o = (g, ..., k1) beziiglich Q(x*) gesucht:

k—1
: 0 i
min x + E od
“ERkC2< i=0 ' )

k—1 k—1 k—1
1 . : .
= min { = | AX" + Y oAdLx"+ ) ad' | — [b,x0+ Y od

Der stationdre Punkt ist bestimmt durch

k—1

d o .

0= aQ(xk) - <Ax0+ > oqul,dl) — (b, d)
j i—0

=—(b—Ax*,d), j=0,...,k— 1

Das heifit, das neue Residuum b — Ax* steht orthogonal auf allen Suchrichtungen d’ fiir
j=0,...,k— 1. Dieses Gleichungssystem

b—Ax*,d)=0 Vj=0,...,k—1 (2.7)

wird Galerkin-Gleichung genannt. Beim Entwurf des CG-Verfahrens ist es nun wichtig, dass
die neu gewéhlte Suchrichtung d* nicht im Erzeugnis der bisherigen Suchrichtungen span{d’,
enthalten ist. Denn in diesem Fall wird der Suchraum nicht gréfier und die Approximation
kann nicht verbessert werden. Daher wihlt man fiir das CG-Verfahren ausgehend von einer
Startapproximation x° € R™ mit d° := b — Ax" den Krylow-Raum Ky (d°, A):

Ky (d%, A) := span{d®, Ad’, ..., A" 1d%)
Es gilt:

Lemma 35. Angenommen, es gilt A¥d® € Ky. Dann liegt die Lisung x € R™ von Ax = b im
k-ten Krylow-Raum Ky (do, A).

Proof. Es sei Ky gegeben und x* € x¢ + Ky die beste Approximation, welche die Galerkin-
Gleichung (} erfiillt. Es sei T := b — Ax*. Wegen
™™ =b—Ax* =b— Ax"+A (x° —x*) € d° + AKy
0
=d €Kk

gilt ™ € Kyy. Angenommen, nun, Ky C Ky. Dann gilt r* € Ky. Die Galerkin-Gleichung
besagt T L Ky, d.h., es gilt zwingend T = 0 und Ax* = b. O
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Falls das CG-Verfahren abbricht, weil keine neuen Suchrichtungen hinzukommen, so ist
die Lésung gefunden. Angenommen, die A-orthogonalen Suchrichtungen {d’,d!,...,d*!}
liegen vor, so kann die CG-Approximation durch Ausnutzen der Basisdarstellung x* = x°+
> od! aus der Galerkin-Gleichung berechnet werden:

k—1
<b —Ax" — Z o Adt, d,-> =0 = (b—Ax"d)=o4(Ad,d)
i=0
L (@)
' (Ad), D)

Die A-orthogonale Basis {d% ..., d*" '} des Krylow-Raums Kk (d% A) kann z.B. mit dem
Gram-Schmidt-Verfahren berechnet werden. Der Nachteil dieser Methode ist der hohe Aufwand
des Gram-Schmidt-Verfahrens. Zur Orthogonalisierung eines Vektors bzgl. einer bereits
vorhandenen Basis {d", ...,d* !}sind k Skalarprodukte erforderlich. Seine Leistungsfahigkeit
erlangt das CG-Verfahren durch Ausnutzen einer zweistufigen Rekursionsformel, welche
die A-orthogonale Basis effizient und stabil berechnet:

Lemma 36 (Zweistufige Rekursionsformel zur Orthogonalisierung). Es sei A € R™*™ sym-
metrisch positiv definit sowie x° € R™ und d° := b — Ax". Dann wird durch die Iteration fiir
k=1,2,...

(r*, Ad*1)

k._ k — k._ ok k—1
r°:=b—Ax s kal = —m, dc=r°— kald
eine A-orthogonale Basis mit (Ad",d®) = O fiir v # s erzeugt. Dabei ist x* in Schritt k definiert als

die Galerkin-Lésung (b — Ax*, d)) = 0 fiirj =0,...,k — L.

Proof. Es sei durch {d’,...,d* !} eine A-orthogonale Basis des Ky (d’, A) gegeben. Weiter
sei x* € x¥ + Ky (d% A) die Galerkin-Losung zu . Es sei 7% := b — Ax¥ € Ky, und
wir fordern, dass t* ¢ Ky (d”, A). Ansonsten bricht die Iteration nach Hilfssatz 35{ab. Wir
bestimmen d* mit dem Ansatz

k-1
d“=r*-> pi'dl. (2.8)
j=0
Die Orthogonalitdatsbedingung besagt:
| . . k-1 . .
0= (d*,AdY) = (r*,Ad") + ) Bf'(d),Ad")
j=0

= (1% AdY) + X 1(dY, AdY), i=0,...,k—1

Es gilt (r*,Ad") = (b — Ax¥,Ad') = 0 firi = 0,...,k — 2, da Ar® | Ky_;. Hieraus folgt
Bxl=0firi=0,1,...,k—2. Firi=k— 1 gilt

k-1 _ (TkaAdk_l)
Pt =Pt = ~ (g1 age1)
Schliefslich gilt mit 1) d =1k — By_d L O
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Mit diesen Vorarbeiten konnen wir alle Bestandteile des CG-Verfahrens zusammensetzen.
Es sei also mit x° eine Startlésung und mit d° := b— Ax° der Startdefekt gegeben. Angenom-
men, Ky, := span{d’, ..., d* !} sowie x* € x" + K. und der Defekt r* = b — Ax* liegen vor.
Dann berechnet sich d* gema® Hilfssatz 36|als

(r*, Ad* 1)

Pr—1= Tl L AdR 1) d* =" — By d (2.9)

Fiir den neuen Entwicklungskoeffizienten o in x**! = x0 + Z]f:o «;d? gilt durch Testen
der Galerkin-Gleichung 1) mit d*

k
b—Ax"— 3 aAdh,d* | = (b—Ax",d¥) — o (Ad¥,d¥)

—d0 i=0
= (b— Ax" + A(x" — x*),d*) — o (Ad¥, d¥).
~—_——
eKy
Also .
r,d
M (.Exdk di), K = x* 4+ ogd®. (2.10)

Hieraus lisst sich auch unmittelbar der neue Defekt r¥*! bestimmen:

R = p — AxKF = b — Ax* — o Ad* = ¢ — x AdF (2.11)

Wir fassen —[2.11)) zusammen und formulieren das klassische CG-Verfahren:

Listing 2.3: CG-Verfahren
Es sei A € R™*™ symmetrisch positiv definit, x € R™ und v = d° = b — Ax°
gegeben. Iteriere fiirk =0, 1,. ..

(rk,d%)

(Adk ,dk)

2 xMF = xR 4 e d*

3 TRl =gk o AdM

B . (Tkll,Adk)
k= T(dk,AdR)

5 dk+1 — .rk+1 _ Bkdk

1 X =

Bei exakter Arithmetik liefert das CG-Verfahren fiir ein n-dimensionales Problem eine Lésung
nach (hochstens) n Schritten und kann daher prinzipiell als direktes Verfahren betrachtet
werden.

Lemma 37 (CG als direkte Methode). Das CG-Verfahren bricht fiir jeden Startvektor x° € R™

bei rundungsfreier Rechnung nach spitestens n Schritten mit x™ = x ab. In jedem Schritt gilt

Q(xk) = min Q(xk*1 + ocdkfl) = min Q(y)
x€R yexO+Ky

bzw.

Ib—Ax*[[s+ = min |b—Ay|[y
yexP+Ky
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in der Norm )
Ixfa1 = (A7 %, x)3.
Proof. Die Eigenschaft, ein direktes Verfahren zu sein, folgt unmittelbar aus Hilfssatz

Die Iterierte des CG-Verfahrens ist zundchst bestimmt als

Q(x*)= min Q(y),
yexV+Ky

was gleichbedeutend ist mit (2.7)). Mit dem Ansatz

k—1

X =x04 ) ogd =0+ Y g dE
k:() ethl
folgt
(b—Ax*,d)=(b—Ay* ', dj) —ox_1(Ad* L, d) =0 Vj=0,...,t—1
also
(b—Ay* ', dj) =0 =0,...,t—2,
und somit y*—! = x*~! sowie

Q(x*) = min Q(x "'+ ad* ™).

Schlieflich gilt mithilfe der Symmetrie A = AT
[b— Ay[i- = (A7'b— Ayl b — Ay)> = (Ay.y)2 — (A”'b, Ay)s — (y.b)2
= (Ay7 Y)Q - 2(b7 Y)Qa

also die Beziehung |[b — Ayl||3_, = 2Q(y). O
Obwohl das CG-Verfahren prinzipiell eine direkte Methode ist, wird es in der Praxis als ap-
proximative, iterative Methode eingesetzt. Durch Rundungsfehler werden die Suchrichtun-
gen {d’, ..., d* !} nie wirklich orthogonal sein. Die Konvergenzanalyse des CG-Verfahrens
erweist sich als sehr aufwendig. Schliissel ist die folgende Charakterisierung einer Iteration

xk = x% 4+ Ky als
x* =x° +pr_1(A)d°,

wobei py_1 € Pyx_ ein Polynom in A ist:

K—1
Pr—1(A) = Z oAt
i—0

Hiermit kann die Minimierungseigenschaft aus Satz 37| geschrieben werden als

|b—Ax*||[,-1 = min |b—Ay|s-: = min |b—Ax"—Aq(A)d"|s-1.
yexO+Ky qePy 1
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2.2 Krylow-Raum-Methoden

Wenn wir zur || - || a-Norm iibergehen, folgt mit d” = b — Ax? = A(x — x?)

|Ib— AkaAq = |lx— kaA = min |(x— x") — q(A)A(x — XO)HA,
qePr 1
also

x—x5la = min - q(AIAIx—x) .
qePyr_1

Im Sinne einer Bestapproximation kénnen wir diese Aufgabe schreiben als
pePicr: [I-pAJAIx—x")r = min |I+q(A)AIx—x")]|a. (2.12)
k—1
Gesucht ist eine Bestapproximation. Der Konvergenzbeweis zum CG-Verfahren baut daher
auf dem entsprechenden Abschnitt ?? und insbesondere Abschnitt ?? auf. Es ist q(A)A €
Py (A), also suchen wir ein Polynom q € Py mit der Eigenschaft q(0) = 1, sodass

k_ < i A — x| A.
[x* —x|[a qulf,nthr(IO):lHq( Mlallx—x"(a (2.13)

Die Konvergenz des CG-Verfahrens hiangt davon ab, ob es uns gelingt, ein Polynom q € Py
mit der Eigenschaft p(0) = 1 zu finden, mit moglichst kleiner Norm in A. Wir zeigen:

Lemma 38 (Schranke fiir Matrixpolynome). Es sei A € R™*™ symmetrisch positiv definit mit
Eigenwerten 0 < Ay < --- < An, p € Py ein Polynom mit p(0) = 1:

IPA) A<M, M:i= min  sup [p(Al.
PEPK, P(O)=1 Ac[A1,An]
Proof. Es sei{qu,..., qn} eine Orthogonalbasis aus Eigenvektoren. Ein beliebiges y € R™
hat die Darstellung

n
Y= Z%qi-
i=1
Mit Q = [q1, ..., qn] gilt
A=Q'DQ, D=diag,...,An),

sodass fiir Polynome p € Py folgt:

k—1 k—1 k—1
p(A)=) wmAl=) «(Q'DQ)'=Q") «D'Q=Q'p(D)Q
i=0 i=0

i=0
Dann ist
n n
IP(AYIZ =D MpA)>vi < sup PP D Ay = M|y|lA.
i=1 AEALAR] i=1
=:M?2
Und schliefdlich folgt
A
A= sup IPLAMIA

yEeRM, y#£0 ||Y||A
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Mit diesem Resultat und der Fehlerabschitzung (2.13|) kénnen wir nun eine Konvergenz-
abschétzung fiir das CG-Verfahren herleiten.

Lemma 39 (Konvergenz des CG-Verfahrens). Es sei A € R™*™ symmetrisch positiv definit,
durch b € R™ die rechte Seite und durch x° € R™ ein beliebiger Startwert gegeben. Dann gilt

1-1/Vk
1+1/y/k

mit der Spektralkondition x = conda(A) der Matrix A.

k
uxk—qusz( ) I —xla, k>0,

Proof. Aus dem Hilfssatz und der Abschatzung (2.13)) folgt

Ix* = xa < M[[x* —x]|a

M= min max [q(A)].
q€Py, q(0)=1A€[A1,An]
Es gilt, eine moglichst scharfe Abschitzung fiir die Grofle M zu finden. Gesucht ist ein
Polynom q € Py, welches am Nullpunkt den Wert eins annimmt, ¢(0) = 1, und auf dem
Bereich [A;, Ar] moglichst nahe (in der Maximumsnorm) an 0 liegt.

Hierzu verwenden wir die Tschebyscheff-Approximation. Wir suchen die beste Approxima-
tion p € Py zur Nullfunktion auf [A;, An]. Dieses Polynom soll zusétzlich die Normierung-
seigenschaft p(0) = 1besitzen. Daher scheidet die triviale Losung p = 0 aus. Das Tschebyscheff-
Polynom (siehe Abschnitt ?? und Satz ??)

Ty = cos (k arccos(x))

hat die Eigenschaft
[—1,1] Qs Xk—1 [—1,1]

k—1
2 %! max [Ty(x)|= min max [x+ Z o x|,
i=0

ist also bei Normierung des grofiten Monoms das Polynom, dessen Maximum auf [—1, 1]
minimal ist. Wir wahlen nun die Transformation

An +A1—2t
An_)\l
und erhalten mit .
An +A1 —2t An +A1)
t) =T | ————— | T
p(t) ( NN )k(xn_h)

das Polynom von Grad k, welches auf [A1, A,,] minimal ist und der Normierung

p(0) =1
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gentigt. Es gilt

A A1) ! k+1) *
o (=T (P51 =T (55) (2.14)
t€[A1,An] An =M k—1
mit der Spektralkondition
<= 2n
=

Wir nutzen die Darstellung der Tschebyscheff-Polynome aufierhalb von [—1, 1] aus Satz ??:

Tald) = g [+ Va2 D™ 4 (x— Va2 - 1)1

Fiir x = £+ oilt

K+l (K] P _kt2VkHl YR+l
K—1 K—1 N kK—1 Vk—1

und entsprechend

K+1 K+ 1 2 K—1
1

K—1 K—1

Hiermit kann (2.14]) abgeschétzt werden:
(L) CL(VREDY | (VRIVE (R
“Ne—1)  2l\k—1 Ve+1) 172\ k-1
Kk
1\ ! _1\® 1— L
sup Tk(K+ ) <2(\/E ) =2 T .
teMiAn) - \K—1 Vi1 1+

In Abbildung [2.3| zeigen wir fiir die Situation A; = 1 und A, = 4 die entsprechenden Poly-
nome firn = 2, 3, 4.

~

Also folgt

B

O]

Die Konvergenz des CG-Verfahrens ist gerade doppelt so schnell wie die des Gradienten-
verfahrens. Es gilt
11/
=V 129 O(k).

Pk Vk+ O(k)
Fiir die Modellmatrix folgt p = 1— % Das CG-Verfahren ist fiir diinn besetzte symmetrische
Gleichungssysteme eines der effizientesten Iterationsverfahren. Die Konvergenz hiangt wesentlich
von der Kondition conds(A) der Matrix A ab. Fiir conds(A) ~ 1 ist das Verfahren optimal:
Zur Reduktion des Fehlers um einen gegebenen Faktor € ist eine feste Anzahl von Schritten
notwendig.

Abschliefiend diskutieren wir anhand der Modellmatrix die verschiedenen Verfahren im
Vergleich:
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Example 40 (LGS mit der Modellmatrix). Es sei A € R™*™ mit n = m? die Modellmatrix

B -—I 4 —1 1
-1 B -I -1 4 -1 1
A= -1 B -1}’ B= -1 4 =1\ I= 1
-1 B -1 4 1

mit B,1 € R™*™, Die Matrix A ist eine Bandmatrix mit Bandbreite 2 m. Weiter ist die Matrix A
symmetrisch positiv definit. Sie ist irreduzibel und diagonaldominant und erfiillt in den Rindern der
Blécke das starke Zeilensummenkriterium. Alle bisher diskutieren Verfahren konnen auf die Matrix
A angewendet werden. Grifster sowie kleinster Eigenwert und Spektralkondition von A berechnen
sich zu

272 272 4

Amin:7+o(n72), Amax:8_7+o(ni2), K%Tn%n.
n n s

Direkte Verfahren

Die LR-Zerlegung ist (da A positiv definit) ohne Permutierung durchzufiihren. Gemif$ Satz ??
betriigt der Aufwand hierzu N g = nm? = 4n? Operationen. Die Losung ist dann bis auf Run-
dungsfehlereinfliisse exakt gegeben. Alternativ kann die Cholesky-Zerlegung von A erstellt werden.
Hierzu sind Ny = 2n? Operationen notwendig. LR- bzw. Cholesky-Zerlegung sind dicht besetzte
Bandmatrizen. Das anschlieffende Losen mit Vorwirts- und Riickwirtselimination benétigt weitere
2nm Operationen. Wir fassen die notwendigen Operationen in folgender Tabelle zusammen:

n=m?2 \ Nir Nz
100 | 5-10* 2-10%
10000 | 5-10° 2-10°
1000000 | 5-10*2 2.10'2

Bei effizienter Implementierung auf moderner Hardware ist das Gleichungssystem mit 10 000 Un-
bekannten in wenigen Sekunden, das grifSte Gleichungssystem in wenigen Stunden l6sbar. Grundle-
gend fiir die effiziente Anwendung direkter Verfahren ist eine Vorsortierung der diinn besetzten Sys-
teme, siehe Abschnitt ??.

Einfache Fixpunktiterationen

Wir schitzen zunichst fiir Jacobi- sowie Gauf3-Seidel-Verfahren die Spektralradien ab. Mit einem
Eigenwert A und Eigenvektor w von A gilt

Aw=Aw = Dw+ (L+Rw=Aw
= D YL+Rw=-D'AI-D)w.
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2.2 Krylow-Raum-Methoden

Das heif$t, wegen Di; = 4 gilt

Jw = )‘jw
4
und die Eigenwerte von | liegen zwischen
1 702
}\min(]) = Z(}\mm(A) —4)~ -1+ %7
1 702
Amax(]) = Zo\mux(A) —4)~1- m

Minimaler und maximaler Eigenwert liegen jeweils nahe an —1 bzw. an 1. Fiir die Konvergenzrate
gilt
2

pyi=spr(]) = 1—
und mit (2?) folgt fiir das Gaufs-Seidel-Verfahren
2
Tt
pPH = p% ~1——.
n

Zur Reduktion des Fehlers um einen gegebenen Faktor € sind t Schritte erforderlich:
_ log(e)
log(p)

Jeder Schritt hat den Aufwand eines Matrix-Vektor-Produkts, d.h. im gegebenen Fall 5n. SchliefSlich
bestimmen wir gemif$ (??) den optimalen SOR-Parameter zu

2 1
4 ~ ~
=€ = Y N3 log(e)n, ty =~ = log(e)n.

s
wopt ~2— 2%
Dann gilt
T
v

pw:wopt_1%1_2

Hieraus erhalten wir

b % log(e)\/ﬁ.

271
Der Aufwand des SOR-Verfahrens entspricht dem des GaufS-Seidel-Verfahrens mit einer zusitzlichen
Relaxation, d.h. 6n Operationen pro Schritt. Wir fassen fiir die drei Verfahren Konvergenzrate,
Anzahl der notwendigen Schritte und Gesamtaufwand zusammen. Dabei ist stets € = 10~* gewihlt:

Jacobi Gauf3-Seidel SOR
n =m? ty Nj tH Npn Wopt ty N]
100 180 10° 90 5-10* | 1.53 9 10°

10000 18500 10° 9300 5-10% | 1.94 142 107
1000000 | 1866600 10'3 | 933000 5-10'2 | 1.99 1460 10°

Wiihrend das grofste Gleichungssystem mit dem optimalen SOR-Verfahren in wenigen Sekunden
geldst werden kann, bendtigen Jacobi- und GaufS-Seidel-Verfahren etliche Stunden.
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Abstiegsverfahren

SchliefSlich betrachten wir Gradienten- und CG-Verfahren. Es gilt fiir die Kondition

—1

Amax(A) 4
K(A) - Amz’n(A) - 7'TT21

Y

also folgt fiir die Konvergenzraten von Gradienten und CG-Verfahren

T2

~1-2 a1 ~lo o
PGR ~ KN 21’17 Pcc =~ \/ﬁ

Bei effizienter Implementierung benétigt das Gradientenverfahren pro Iterationsschritt eine Matrix-
Vektor-Multiplikation (5n Operationen), zwei Skalarprodukte (2n Operationen)) sowie zwei Vektor-
Additionen (2n Operationen), insgesamt somit In Operationen. Der Aufwand des CG-Verfahrens
ist mit 15m Operationen etwas grofSer. Die Anzahl der Schritte bestimmt sich zu

t —4 n vn
=10 = tgr~ —, tcgr—.
PGr GR™ 5 CG -
Wir fassen zusammen:
Gradienten CG
n=m? tgr Ngr | tcc Nce
100 18 10* 9 10*

10000 2330 108 140 107
1000000 | 233300 10'2 | 1400 10

Wie bereits bekannt, ist das Gradientenverfahren ebenso ineffektiv wie das Jacobi-Verfahren. Das CG-
Verfahren erreicht etwa die gleiche Effizienz wie das SOR-Verfahren bei optimaler Wahl des Relax-
ationsparameters. Dieses Ergebnis darf nicht falsch interpretiert werden: Im Allgemeinen ist dieser
Relaxationsparameter nicht verfiigbar und muss grob approximiert werden. Das heifst, in der praktis-
chen Anwendung wird das SOR-Verfahren sehr viel schlechter konvergieren und das CG-Verfahren
ist im Allgemeinen iiberlegen.

Vorkonditionierung

Die Konvergenzrate des CG-Verfahrens hangt von der Konditionszahl der Systemmatrix ab.
Es gilt

1— L
N3 2 1
Pce = T :1—+O<>.
14+ o= VK K
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2.2 Krylow-Raum-Methoden

Example 41. Fiir Diskretisierungen von elliptischen partiellen Differentialgleichungen in zwei Di-
mensionen miissen wir z.B. k = O(N) erwarten, also

1
~1_7’
Pce JN

sodass die Konvergenzrate mit der Problemgrofle immer schlechter wird.

Die Idee der Vorkonditionierung ist eine Reformulierung des linearen Gleichungssystems.
Hierzu sei P € P™*™ eine Matrix, welche die Schreibweise

P = KKT

erlaubt. Dann gilt
Ax=b < KITAK)'KTx=K"'b,
~~

%/_/ - \\’:/
—A =% =b
also
Ax =D
Im Fall

condy(A) < condy(A)

und falls die Anwendung von K~! “preiswert” ist, so kann durch Betrachtung des vorkondi-
tionierten Systems AX = b eine wesentliche Beschleunigung erreicht werden. Die Bedingung
P = KK ist notwendig, damit die Matrix A wieder symmetrisch ist.

Das CG-Verfahren mit Vorkonditionierung kann folgendermafSen formuliert werden:

Listing 2.4: CG-Verfahren mit Vorkonditionierung
Es sei A € R™*™ symmetrisch positiv definit, P = KKT ein symmetrischer
Vorkonditionierer.

Waehle Startwert x° ¢ R™
0 =b— Ax°

Ppo — T'O

dO — pO

Fuer k von 0,1,...

(rk,d%)

(Ad®,d%)

; x5+ = xk 4 o d®

8 Tkl =1k — o Ad*

0 Ppktl = pktl

10 P = 7(rk:iizt)+1]

1 dk+1 — .pk+1 . Bkdk

1S I S I .

6 Xy =

Injedem Schritt der Verfahrens kommt als zusétzlicher Aufwand die Anwendung des Vorkon-
ditionierers P hinzu. Bei der Auswahl des Vorkonditionierers ist darauf zu achten, dass er
die Schreibweise P = KK erlaubt - auch wenn die Teile K und KT im Verfahren nicht genutzt
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werden. Fiir die Wahl des Vorkonditionierers gelten dhnliche Bedingungen wie fiir die Wahl
der Iterationsmatrix einfacher Fixpunktverfahren, die Bedingung

Px~A!

ist somit optimal fiir eine moglichst gute Kondition des vorkonditionierten Problems, wobei
die Bedingung

P~
wesentlich fiir die effiziente Anwendung des Vorkonditionierers ist. Dementsprechend kom-
men als Vorkonditionierer auch die {iblichen Approximationsverfahren zum Einsatz:

e Jacobi-Vorkonditionierung
Wir wihlen P &~ D!, wobei D der Diagonalanteil der Matrix A ist. Hier gilt

D =Dz(D?)T,

das heifit, bei Di; > 0 ist dieser Vorkonditionierer zuldssig. Fiir die vorkonditionierte
Matrix gilt

A=D:AD? = Gy=1
und die Vorkonditionierung bewirkt eine Skalierung der Matrixeintrédge. Diese Art
der Vorkonditionierung kann die Kondition verbessern.

o SSOR-Vorkonditionierung
Das SSOR-Verfahren ist eine symmetrische Variante des SOR-Verfahrens und basiert
auf der Zerlegung

P=(D+wL)D D+ wR) = (D? + wLD 2) (D2 + wD 2R),

K =KT

welche im Fall symmetrischer Matrizen L = RT die notwendige Bedingung an einen
CG-Vorkonditionierer erfillt.

Fiir die Modellmatrix der Diskretisierung der Laplace-Gleichung kann bei optimaler
Wahl von w (welches eine nicht triviale Aufgabe ist) die Beziehung

condy(A) = \/m

gezeigt werden. Die Konvergenzrate verbessert sich somit erheblich. Die Anzahl der
notwendigen Schritte zum Erreichen einer Fehlerreduktion um den festen Faktor e
verbessert sich zu

B log(€) ~ _log(e) - _ log(€) ~ log(€)
teale) = log(1 — K_%) Vi teale) log(1 — K‘i) Vi

Anstelle von z.B. 100 werden nur zehn Schritte benétigt. Die Bestimmung eines opti-
malen Parameters w ist im Allgemeinen jedoch sehr schwer.
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o Unvollstindige Cholesky-Zerlegung
Schlieflich betrachten wir die Vorkonditionierung durch unvollstindige Cholesky-
Zerlegung. Zur symmetrisch positiv definiten Matrix A erstellen wir die approxima-
tive Zerlegung
A~CTC,

wobei die Zerlegung in CT und C die gleiche Besetzungsstruktur der Matrix A ver-
wendet. Das heifit, Ci; # 0 nur dann, wenn auch Ayj # 0. Es gilt

A=C'C+N,

wobei die Grofie (also die Zahl der Nicht-Nullen) und Bedeutung von N ganz wesentlich
von der Sortierung der Matrix A abhdngt (siehe Abschnitt ??). Eine Analyse dieser
Vorkonditionierung ist schwierig. In der Praxis zeigt sich jedoch, dass dieses Ver-
fahren den anderen Methoden weit iiberlegen ist. Insbesondere kommt es ohne die
Bestimmung des Parameters w aus. Die Anwendung ist nattirlich weitaus “teurer” als
die Anwendung von Jacobi- oder SSOR-Vorkonditionierung.

Krylow-Teilraum-Verfahren fur allgemeine Matrizen

Die CG-Iteration beruht stark auf der Symmetrie und positiven Definitheit der Matrix A. Wir
wollen hier zum Abschluss kurz Methoden vorstellen, die auch bei allgemeinen Matrizen
verwendet werden konnen.

Es sei also A € R™*™ eine regulédre, sonst aber allgemeine Matrix. Eine Symmetrisierung
des Problems
Ax =D

kann einfach durch Multiplikation mit AT also durch
ATAx=ATb
erreicht werden. Die Matrix B = ATA ist positiv definit, da
(Bx,x)2 = (ATAx,x)2 = (Ax, Ax)s = ||Ax|2,

und prinzipiell kénnte das CG-Verfahren auf AT A angewendet werden. Anstelle einer sind
dann zwei Matrix-Vektor-Multiplikationen pro Schritt durchzufiihren. Gravierender ist die
Auswirkung auf die Konvergenzrate, da

k(B) = conds(ATA) = condy(A)?

gilt. Die Konvergenz verschlechtert sich somit wesentlich.

Die GMRES-Methode, generalized minimal residual tibertrégt die Idee des CG-Verfahrens auf
allgemeine Matrizen. Aufbauend auf dem Krylow-Raum

Ki(d”, A) ={d’ Ad°, ..., A*"d"}
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wird zunéchst eine Orthonormalbasis erstellt. Beim GMRES-Verfahren wird die Orthogo-
nalitdt bzgl. des euklidischen Skalarprodukts erreicht:

(diadj)Qzéija 1712077](_1
Die Naherung x* € x° + Ky wird dann mithilfe der Galerkin-Gleichung
(b—Ax*, Ad))y =0, j=0,....,k—1 (2.15)

berechnet. Bei allgemeinen Matrizen kann kein zweistufiges Orthogonalisierungsverfahren
hergeleitet werden. Daher hat das GMRES-Verfahren einen weit hoheren Aufwand als die
CG-Iteration. Die Orthogonalbasis wird mit dem sogenannten Arnoldi-Verfahren entwick-
elt. Dieses erlaubt die Wiederverwendung der Faktoren, welche im Zuge der Orthonormal-
isierung berechnet wurden, zur Lésung der Galerkin-Gleichung (2.15)). Die Orthogonal-
isierung geschieht tiblicherweise mit Givens-Rotationen oder auf Basis von Householder-
Transformationen.

Die Schwachstelle des GMRES-Verfahrens ist der wachsende Aufwand mit der Anzahl der
Schritte, da die Orthogonalisierung stets bis zum Anfang zuriickgefiihrt werden muss. In
der Praxis wird das GMRES-Verfahren daher meistens mit Restart durchgefiihrt: Zur Or-
thogonalisierung wird stets nur eine feste Anzahl von Suchrichtungen N, gespeichert. Nach
jeweils N, Schritten wird ein neuer Krylow-Raum aufgebaut und die Orthogonalisierung
erneut gestartet.

Das GMRES-Verfahren ist die Standardmethode zur iterativen Losung von grofien linearen
Gleichungssystemen mit diinn besetzter Matrix. Es ldsst sich leicht mit Vorkonditionierung
verbinden. Da die Matrix A sowieso nicht symmetrisch ist, erlaubt das GMRES-Verfahren
eine sehr flexible Wahl von Vorkonditionierern.

Alternativ zum GMRES-Verfahren ist die biconjugate gradient stabilized-Methode (BiCGStab)
die zweite gebrduchliche Iteration. Der Ansatz des BiCGStab-Verfahrens ist, Fehler in der
Orthogonalitdt bewusst hinzunehmen. Das Verfahren basiert auf zwei kurzen Rekursionen
fiir gestorte orthogonale Vektoren. Eine Analyse des Verfahrens ist schwierig. In der praktis-
chen Anwendung erweist es sich als dhnlich effizient wie die GMRES-Iteration. Die einzel-
nen Schritte sind schneller, da kurze Rekursionsformeln genutzt werden kénnen. Dafiir ist
die Konvergenzrate meist schlechter. Auch das BiCGStab-Verfahren kann mit Vorkondition-
ierern beschleunigt werden.

Verldsst man das Gebiet der positiv definiten Matrizen, so wird die Analyse von iterativen
Losern fiir lineare Gleichungssyteme schnell sehr aufwendig. Die Anzahl der Verfahren ist
sehr vielfdltig. Wir verweisen auf die Literatur. Eine algorithmische Darstellung der ver-

schiedenen Verfahren findet sich in [?], eine umfangreiche Einfithrung und Analyse in [[14]
oder [9]].
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2.2.3 Verfahren fur nicht-symmetrische Gleichungssysteme

Satz ?? ist Grundlage des CG-Verfahrens, da er die Aquivalenz zwischen linearem Gle-
ichungssystem und Minimierung der quadratischen Form Q(-) herstellt. Dieser Satz gilt
nur fiir symmetrische Matrizen. Allgemeiner erhalten wir:

Lemma 42 (Minimierung des Residuums). Es sei A € RN*N eine requliire Matrix. Dann ist
das lineare Gleichungssystem Ax = b dquivalent zur Minimierung des Residuums

Ib— Ax|| = min [b— Ay].
yeRN

Proof. Sei x das Minimum des Residuums in der l3-Norm. Dann gilt:
d
0=—Ib—A(x+sy)|2| _ vyeRN,
ds s=0

und also 4
0= b—Ax—sAy|?|  =2(b—AxAy) vyeRM
ds s=0

Da A regulir ist folgt (b — Ax,y) = 0 fiir alle y € RN und schliefSlich Ax = b.
Umgekehrt sei nun x die Losung des linearen Gleichungssystems. Dann gilt fiir y beliebig:

= (Ay, Ay) + (Ax,b) — 2(Ax, Ay) = ||Ax — Ay|* > 0.

O]

Anstelle der quadratischen Form soll jetzt direkt das Residuum der Gleichung minimiert
werden. Mit dem Krylow-Raum

K¢ = Ke(rl®:A) = span{r(o),Ar(O)7 A0y
wird ein x(t) € x(9) 4 K gesucht, so dass gilt:
b —Ax")||2 = min ||b — Ay]%. (2.16)
yEK

Fiir dieses Minimum gilt wieder eine Orthogonalitdtsbeziehung:

Lemma 43 (Galerkin-Gleichung). Die Losung xt) € x(0) 4K der Minimierungsaufgabe (2.16))
ist eindeutig durch die Galerkin-Gleichung beschrieben:

b—AxY Ay) =0 VyeK,. (2.17)

Proof. Ubung. O
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Zum Ansatz sei zunichst eine orthogonale Basis (@ a1} des Ky gegeben. Durch
Q¢ :=[a!",... "] e RN

ist eine Matrix mit QTQ = I gegeben. Jede Losung x(V) € x(9) 4 K kann dann in der Form
B —x0 4 Q. y Rt

geschrieben werden. Wir setzen diesen Ansatz in die Galerkin-Gleichung ([2.17)) ein und
erhalten:
r® —AQiyM,AQzY) =0 vz(V) e R

Um die gesuchte Approximation x(*) = Q,yY) zu finden, muss also nur ein lineares Gle-
ichungssystem mit t Unbekannten und Gleichungen geltst werden.

Diese Idee ist Grundlage des Generalized Minimal Residual Verfahrens (GMRES). In einem
ersten Schritt wird eine Orthonormalbasis des K; erstellt. AnschliefSend wird das lineare
Gleichungssystem im R! gelost um schlielich mittels x(*) = Q;y(*) die Approximation zu
erhalten.

Fiir allgemeine Matrizen A sind Konvergenzaussagen schwer zu treffen. Wegen der Her-
leitung tiber die Minimierung des Residuums konvergiert dieses aber monoton, wie bei
dem CG-Verfahren. Im Fall fehlerfreier Arithmetik ist das GMRES-Verfahren ein direktes
Losungsverfahren. In der Anwendung werden jedoch stets nur wenige Schritte durchgefiihrt.
Kern des Verfahrens ist die Orthogonalisierung des Krylow-Raums K. Je grofier der Raum
K¢ umso aufwéandiger ist auch die Orthogonalisierung. Aus diesem Grund wird tiblicherweise
nur eine feste Zahl m von Schritten des GMRES-Verfahrens ausgefiihrt und anschlieffend mit
einer besseren Startlosung x(?)" = x(™) neu gestartet. (GMRES-Verfahren mit Restart).

2.2.4 Vorkonditionierung

Satz ?? sagt, dass die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens im Wesentlichen von
der Spektralkondition der Matrix A abhdngt. Die Idee der Vorkonditionierung ist es, das Gle-
ichungssystem durch Multiplikation einer Matrix P! derart zu &ndern, so dass fiir die Ma-
trix P7LA gilt:

condy(P71A) < cond,(A).

Dann wird anstelle von Ax = b das System
P~ !Ax = Pb,

gelost, welches wegen der weitaus besseren Spektralkondition von P~ A schneller kon-
vergiert. Wir gehen zunéchst davon aus, dass die Matrix A symmetrisch positiv definit ist
und mit dem CG-Verfahren gelost werden soll. Das vorkonditionierte System muss dann
auch symmetrisch positiv definit sein. Der symmetrisch positiv definite Vorkonditionierer
P liege also in der Form:

P=KK',
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vor. Dann 16sen wir:

K TK'AK TKNx=K Kb = KI!AK TK'x=K'b.
=:A =X =b

Fiir die Matrix A gilt:
K TAK" = (K TK YA(K TK") =P !A.

Die Matrix A ist also dhnlich zur Matrix P~ A. Ahnliche Matrizen haben die gleichen Eigen-
werte. Im Fall P = A ist die Matrix A also dhnlich zur Einheitsmatrix mit der Kondition
condy(I) = 1. In diesem Fall wére das Konvergenzverhalten des CG-Verfahrens optimal.

Im Folgenden formulieren wir das sogenannte Vorkonditionierte CG-Verfahren oder Precondi-
tioned Conjugate Gradient (PCG):

Algorithm 44 (PCG-Verfahren). Sei P = KK ein Vorkonditionierer sowie x'©) € RN ein
Startwert. Setze d\®) = r(9) =1b — Ax(0) sowie z(0) = P~1d(). Iteriere

<r(t)7z(t)>
(Ad(D), d()

(i) xtD =xM 4« d®
(iii) ) =) — , AdM

t+1) _ p—1p(t+1)

(i) o =

(iv) z(tt1) =

) B <r(t+1)’z(t+1)>
v Be=m my

(vi) At =t g g,

Im Vergleich zum einfachen CG-Verfahren fillt als zusétzlicher Aufwand insbesondere das
Losen des Vorkonditionierersystems Pz!*+1) = r(t*1) an. Hierzu kann die Zerlegung P =
KK genutzt werden. Der Vorkonditionierer sollte also einerseit moglichst einfach zu in-
vertieren sein, auf der anderen Seite sollte P ~ A, insbesondere sollten das Eigenwerte von
P~ A moglichst nahe beieinander liegen.

Jacobi-Vorkonditionierung Fiir P eignet sich z.B. das Jacobi-Verfahren mit

P; = diag(A) = D, Pj=D:2D=.
Dieser Vorkonditionierer ist sehr “billig” anzuwenden und sorgt dafiir, dass die Eintrége
der Matrix A skaliert werden. Insbesondere gilt a;; = 1 fiir i = 1,...,N. Dies kann zu

einer Reduktion der Kondition fiithren. Mit Hilfe der Gerschgorin-Kreise kann eine einfache
Abschitzung fiir die Eigenwerte gefunden werden. Bei A liegt der Mittelpunkt stets bei 1.
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SOR-Vorkonditionierung Das Gauf3-Seidel Verfahren kann nicht in der Form P =
KK faktorisiert werden, es ist nicht symmetrisch. Die Matrix A sei additiv zerlegt in A =
L+D+R=L+D+L", da Asymmetrisch. Das SOR-Verfahren hat die Iterationsmatrix:

Psor = (D + wL)D (D + wL") = (D2 + wLD %) (D 4+ wD L")

K KT

Bei optimaler Wahl der Relaxationsparameters w (dies ist im Allgemeinen jedoch nicht
moglich) wird eine wesentliche Reduktion der Kondition erreicht:

conds(A) = \/conds(A).

Unvolistandige Cholesky-Vorkonditionierung Abschlielend stellen wir noch
ein schwer zu analysierendes, jedoch hochst erfolgreiches Verfahren vor. Durch

A~CCT,

sei die unvollstindige Cholesky-Zerlegung von A gegeben. Die Cholesky-Zerlegung als Spezial-
fall der LR-Zerlegung ist iiblicherweise voll besetzt. Mit CCT bezeichnen wir die Approx-
imative Zerlegung der Matrix A. Elemente cij von C werden kiinstlich auf Null gesetzt,
wenn fiir den Matrixeintrag a;; = 0 gilt.

Durch gute Vorkonditionierung, etwa mit dem SOR-Verfahren oder der Cholesky-Zerlegung
kann die Konditionierung des vorkonditionierten Systems (bei der Poisson-Gleichung) auf
cond(A) = O(h!) verbessert werden. Hierdurch wird die Konvergenzrate des CG-Verfahrens
von 1 — O(h) auf 1 — O(vh) verbessert. Dies fithrt zu einem Gesamtaufwand von O(N i ).

2.3 Mehrgitterverfahren

Alle bisher betrachteten iterativen Losungsverfahren hangen von der Kondition der Matrix
und damit bei der Behandlung der FE Diskretisierung der Poisson-Gleichung vom Gitter.

Im Folgenden betrachten wir die eindimensionale Diskretisierung mit linearen Finiten El-
ementen auf einem uniformen Gitter mit N Elementen. Als prototypisches Iterationsver-
fahren werden wir die gedampfte Richardson-Iteration genauer untersuchen. Es ist:

() = 5 L gb — Ax(V) = (1—-0A)xY) + 6D,

mit der Iterationsmatrix Bg.

Die positiv definite Matrix A hat in Stencil-Notation die Form:

A=[-1 2 —1].
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2.3 Mehrgitterverfahren

Diese Matrix hat die Eigenvektoren wy € RN*! mit Eigenwerten Ay:

)

i (2.18)
(wk)i:sin<N7r>, iZO,...,N.

Die Konvergenzordnung der Iterativen Verfahren istim Allgemeinen sehr langsam, sie hangt
vom Spektralradius der Iterationsmatrix B := I — 0A ab. Es gilt wieder in Stencil-Notation

Bo=1[0 (1—20) 6]

Wir wihlen nun 0 = 47! & Apax(An) L. Dann ist

1
B:Z[l 2 1]

Diese Matrix B := B hat wieder die gleichen Eigenvektoren ( diesmal mit den Eigen-

werten:
1 k
S 3 <1 + cos <N7t>>

Die Eigenwerte liegen alle im Intervall AP € (0, 1), der groite Eigenwert von B verhilt sich
wie Amax(B) = 1 — O(h?).

Wir untersuchen die Konvergenz des Richardson-Verfahrens fiir die Poisson-Gleichung im
Detail. Es sei also x(t) die letzte Approximation mit Fehler e!) := x — x(Y). Fiir den Fehler

in der ndchsten Iteration gilt:
ett1) = Be(t),

Wir schreiben den Vektor e!t) in einer Entwicklung in Eigenwerten
N—1
elt) = Z el(:)wk.
k=1

Dabei sind die e](:) € R die Entwicklungskoeffizienten in der Eigenvektor-Darstellung und
nicht die kartesischen Koeffizienten. Wir nennen (wegen der Sinus-Form der Eigenvek-
toren) die einzelnen Komponenten wy die Frequenzen des Fehlers. Wir konnen nun die
Wirkung des Richardson-Verfahrens fiir jede einzelne Frequenz wy verfolgen. Es gilt
o7 Aol

das heifit, die k-te Komponente des Fehlers wird genau um den Eigenwert AB gedampft. In
Abbildung zeigen wir den Verlauf der Eigenwerte AE. Fehlerkomponenten, welche zu
niedrigen Frequenzen gehoren werden nur sehr langsam reduziert, wiahrend alle hochfre-
quenten Anteile schnell reduziert werden. Wir definieren:
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Definition 45 (Fehlerfrequenzen). Komponenten welche zu Eigenwerten Ay fiir k > 5 gehéren
heiflen hochfrequente Anteile, alle anderen Komponenten heiffen niederfrequent. Hochfrequente
Anteile sind gerade die, welche auf groberen Gittern nicht dargestellt werden konnen.

Das Richardson-Verfahren ist zwar ein schlechter Loser fiir die Poisson-Gleichung, es glittet
hochfrequente Fehleranteile allerding sehr schnell aus. In Abbildung [2.5 zeigen wir den
Fehler der Richardson-Iteration iiber einige Schritte. Der Gesamtfehler wird nach zehn
Schritten nicht wesentlich kleiner, allerdings ist der Fehler bereits nach zwei Schritten stark
gegldttet. Das Richardson-Verfahren scheint also in der Lage zu sein, lokale Fehleranteile
sehr schnell zu glitten.

Das Mehrgitterverfahren beruht nun auf der Idee, dass die Frage, ob ein Fehleranteil hochfre-
quent ist oder nicht vom zugrundeliegenden Gitter abhéngt. Auf einem Gitter mit N = 10
Elementen ist die Frequenz
(4 .
(wy); = sin (107T> , 1=0,...,10,
niederfrequent, auf einem groberen Gittern mit N’ = 5 Elementen ist die gleiche Schwingung
jedoch hochfrequent:
4

(wy)! = sin (57T>, i=0,...,5.

In Abbildung2.6]ist diese Frequenz auf beiden Gittern aufgetragen. Wir fassen zusammen:

e Einfache Iterationsverfahren wie die Richardson-Iteration sind schlechte Loser aber
gute Glatter fiir hochfrequente Fehleranteiler.

o Niederfrequente Anteile auf einem Gitter QO sind hochfrequente Anteile auf einem
groberen Gitter Qgp.

e Und ganz trivial: je grober das Gitter, umso geringer der Aufwand.

Beim Mehrgitter-Verfahren sollen diese Leitsdtze kombiniert werden. Auf dem feinsten Git-
ter Op wird das Gleichungssystem nicht gelost, es werden zundchst nur hochfrequente

Fehleranteile ausgeglédttet und es bleiben nur niederfrequente Fehler e}, — e‘ﬁf. Diese wer-

den auf ein groberes Gitter Qp transferiert e{{f — eﬁf, wo sie wieder hochfrequent sind.

Auf diesem Grobgitter ist das verbleibende Problem sehr viel kleiner und kann einfacher
gelost werden.

2.3.1 Hierarchische Finite Elemente Ansatze

Wir miissen zur Notation zunichst einige Begriffe einfiihren. Durch
Oy =0Q0,0Q4,...,Q1 = Qp,

sei eine Familie von Gittern des Gebiets () gegeben. Wir definieren:
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2.3 Mehrgitterverfahren

Definition 46 (Geschachtelte Gitter). Seien Oy, Qy, zwei Triangulierungen des Gebiets Q). Die
Gitter heifsen geschachtelt Qy € Qu, falls fiir jeden Knoten x; € Qu gilt x; € Qp und jedes
Element K € Qy, durch Verfeinerung eines Elementes K’ € Qy entstanden ist.

In Abbildung[2.7]zeigen einfache Beispiele von Gittern die geschachtelt sind und Gittern, die
nicht geschachtelt sind. Auf jedem Gitter Q; sei durch V; ein Finite Elemente Ansatzraum
definiert und wir definieren die lokalen Probleme:

w eV alug, d1) =(f,¢1) VeV
Als kompakte Schreibweise definieren wir einen Operator Ay : Vi — V| mittels
(A, v) = alw,v) Vg, vi € Vi,

Mit der Vektordarstellung
Ny .
wm = Z ll{d)](,:),
i=1

und der Steifigkeitsmatrix Ay ist dies Problem dquivalent zu dem linearen Gleichungssys-
tem

A =by, (A)y =a(@l, oY), (b =(f,¢!1).
Esgﬂt:

Lemma 47 (Geschachtelte Finite Elemente Raume). Es seien Qy € Qy, geschachtelte Gitter
und Vy sowie Vy, isoparametrische Finite Elemente Riume mit dem gleichen Finite Elemente Ansatz
{P(T),X(?)} auf den Gittern Qp bzw. Qy. Es gilt:

Vi C Vh.

Proof. Ubung. O

Definition 48 (Gittertransfer). Es seien Vi_1 C Vi zwei geschachtelte Finite-Elemente Riume.
Fiir eine Funktion vy, € Vy, definieren wir den Restriktionsoperator Ry : Vi — Vi durch

(Ri—1vh, dH) = (vh, dH) Vdn € Vi,
sowie fiir eine Funktion vy € Vy den Prolongationsoperator Py : Vi_; — Vi durch

iP[VH = VH.

Remark 49 (Eigenschaften der Restriktion). Seien Qy € Qy zwei geschachtelte Gitter. Die
Restriktion Ry : Vi, — Vi ist gerade die L2-Projektion von Vi, in den gréberen Raum Vyy. Die 12-
Projektion ist eine globale Operation, um sie zu berechnen muss ein lineares Gleichungssystem mit
der Massenmatrix My geldst werden. Obwohl ein lineares Gleichungssystem mit der Massenmatrix
relativ einfach zu losen ist (da condy(My) = O(1)) sollte dies aus Effizienzgriinden vermieden
werden.

55



2 Solution Techniques

In der Anwendung des Mehrgitterverfahrens werden wir allerdings gar nicht die Finite Elemente
Funktion Ryvn € Vny bendtigen, sondern nur den Vektor xy € RNH mit

(XH)i = (RHVPUCDI(—:)) = (vhacb](—i[))? i= 17"')NH' (219>

Zu der beliebigen Funktion vy, € Vy, definieren wir auf dem feinen Gitter Qy, den Vektor xj, € RNn
als

(xn)i = (Vh,‘bs])-

Die Riume Vy C Vy, sind geschachtelt, d.h., jede Knotenbasisfunktion d)(;l Ve Vi ist auch im feinen
Raum d)ﬁ € Vi und hat dort die Basisdarstellung

. Nh .
d)(ﬁ) = Z uijch), (2.20)
=1

mit einer Koeffizientenmatrix Ry € RNHXNR g4t (RH)ij = wyj welche sehr diinn besetzt ist, also
mit w5 # 0 nur fiir sehr wenige (insbesondere unabhingig von h und H) Eintrige. In Abbildung[2.§]
zeigen wir die Kombination einer Basisfunktion d)& ) durch drei Funktionen des feinen Gitters.

Die Eintriige des gesuchten Vektors xy aus (2.19) sind dann bestimmt durch die Gleichungen:

Nn ‘
(xH)i = (vn, (|>%41)) = Z 1ij (Vh, cbﬁ”) = (Ruxn)i.
—_———

=1 =:(xn)j

Das heift, wenn nicht die Funktion Ryvy, von Interesse ist, sondern nur die Funktion ry, getestet mit
den Basisfunktionen cb%: ), also ein Vektor xy, = ((Th, d)il1 ) )){\j:hl,

menhang

dann besteht der einfache Zusam-
XH = :RHxh-

Ebenso betrachten wir nun

Remark 50 (Eigenschaften der Prolongation). Die Prolongation Py, : Vyy — Vi, ist die Identitiit
auf V. Mit der Darstellung (2.20)) erhalten wir fiir jeden Vektor viy € Vy unmittelbar

Ny ) Ny Ny ]
vix) =Y (v () =3 Y wylvididy) (%)
i=1 i=1j=1
Ny Ny )
= (Z Hij(VH)i> by (%)
j=1 \i=1
= (Vh)]

Fiir den Vektor vy, € RN® gilt also
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2.3 Mehrgitterverfahren

Die Wirkung der Prolongation auf einen Knotenvektor ist also gerade durch die transponierte
Matrix der Restriktion eines integrierten Vektors beschrieben. Man beachte, dass die Hin-
tereinanderausfithrung von Restriktion und Prolongation nicht die Identitat ergibt!

Der enge Zusammenhang zwischen Formulierungen in den Funktionenrdumen V4, und Vi
sowie zwischen den Vektorraumen RNH sowie RN® ist typisch fiir die Analyse des Mehr-
gitterverfahrens.

2.3.2 Das Zweigitter-Verfahren
Als Vorstufe zum Mehrgitterverfahren beschreiben wir zunachst die Zweigitteriteration. Diese
formulieren wir im Finite-Elemente Kontext:

Algorithm 51 (Zweigitteriteration in Finite-Elemente Rdumen). Seien Vi C Vy, zwei geschachtelte

FE-Rédume sowie u}(? Ve Vi, eine Approximation der Lésung un, € Vy. Weiter sei w € (0,1] ein

Dimpfungsparameter und durch Gy, : Vi, — Vi, eine Glittungsiteration gegeben. Iteriere:
u Y =25 ),

mit der Zweigitter-Iteration:

(i) Vorglitten: up =Gpt (ug)) =G (uif), a(+,-),f)
(il) Grobgitterproblem: WH € Vu:  alupn +wh,dn) = (f,dH) Vdn € Vi
(iii) Nachglitten: ugﬂ) = 9p2 (Up + wwy)

Das Verfahren besteht aus zwei Schritten: zundchst werden im feinen Finite Elemente Raum
Vi, die hochfrequenten Fehleranteile geglédttet. Im Anschluss wird durch die Grobgitter-
Korrektur das Problem im groben Raum Vi C V4, approximiert. Schliefilich kann ein weit-
eres Mal geglittet werden. Die Approximation wird in zwei Stufen aufgeteilt: die hohen
Fehlerfrequenzen werden mit einigen wenigen ({iblicherweise v ~ 3) Schritten eines ein-
fachen Iterationsverfahrens reduziert, alle niedrig frequenten Fehleranteile werden auf dem
Grobgitter behandelt.

Remark 52 (Nachglitten). Die Zweigitteriteration (und spiter auch die Mehrgitteriteration)) kon-
vergieren auch ohne Nachglittung nur mit Vorglittung. Auch fiir die Beweise ist die Nachglittung
nicht wesentlich. Wir setzen daher im Folgenden ohne Einschrinkung vo = 0.

Im Folgenden beschreiben wir die einzelnen Schritte der Zweigitter-Iteration genauer und
leiten dariiber hinaus eine Vektor-Schreibweise des Zweigitter-Verfahrens her.

57



2 Solution Techniques

Die Vorglattung Mitu,, =Gy (ui? )} ist die v-fache Ausfiihrung der Glattungsoperation

bezeichnet. Allgemein sei u](f ) — Sh (u](1t -1 )= 9}111§1t -1 +gn affin linear und eine Fixpunkt-

Iteration mit G, (uy,) = up. Fir den Fehler ey, .= up — up, = uy, — uilv) gilt dann

en =un—ul) = Gn(un) — Gl ) = Grel ) = gYel® = oY (uy —ul™).  (221)

Wir betrachten als Beispiel die geddampfte Richardson-Iteration. In Finite Elemente Schreib-

. . t
weise suchen wir uil ) ¢ Vh, so dass

(W dn) = (Gl d) = (W, dn) + 0((Fr, dr) — a(ul dn))  Von € Vi,

also
'LLSJFH = (jh — Gﬂh)ug) + efh

Formuliert mit Vektoren gilt die Vorschrift:
Mhuﬁt) = Mhugfl) +0(by — Ahu}(lt) ),
oder mit einer Verfahrensmatrix:
=G = Gpult Y g, Gri=T1—0M;'Apn, gn =M by
Dann erhalten wir die Fehlerfortpflanzungen in Finite Elemente und Vektorschreibweise:

)

€h = Uuhp — U = G?’leg) s éh = Un — ﬂh = 9]\,/16](,?). (2.22)

Die Grobgitterkorrektur Wir suchen die Losung wy € Vi von

a(wh, On) = (f, ) — a(tp, ) YVou € Vu. (2.23)

Die rechte Seite dieses Problems ist das Residuum zur vorgeglatteten Approximation uy €
Vi, beziiglich der groben Basisfunktionen ¢y € V. Wir betrachten das Residuum 1, € Vi,
als

(Th, &n) = (f, dn) — a(tn, dn) Von € V.
Dann ist die rechte Seite T1; € Vi von ([2.23]) gegeben als

TH = RuTh. (2.24)
Mit dem Operator Ay schreiben wir ([2.23]) in der Form
wh = A T, (2.25)
In Vektor-Schreibweise definieren wir zunachst
ry = bp — Apup,

fiir welchen gilt:
(rn)i = (™n, (|>£:))-
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Also, mit Remark [49]ist .
rno=Rurn,  (rn)i = (r, 61,

und die Grobgitterlosung wy; € RN" berechnet sich als
wh = AL'TH, (2.26)

oder eben
wi = A 'Ry (bn — Aniin). (2.27)

Update Schliefllich ergibt sich die neue Iteration durch:

ul) = @ + wPrwi, (2.28)

bzw. in Vektorschreibweise
ul) = @, + WR{ Wi (2.29)

Wir fassen zusammen:

Algorithm 53 (Zweigitteriteration). Seien Qv € Qy, zwei geschachtelte Triangulierungen von
Q und Vi C Vy, zwei geschachtelte Finite Elemente Riume mit dim(Vy) = Ny und dim(Vy) =
Np. Sei uﬁlo ) € RN ein Startvektor. v > 0 sei die Anzahl an Glittungsschritten, w € (0, 1] ein
Dimpfungsparameter. Iteriere

u Y = 25(u, ),

mit der Zweigitter-Iteration ZE}(U#Lt ) ,Th):

(1) Vorglitten: up = Gp! (uﬁ[)) up = Gpt (ug))

(il) Residuum: rn = by — Anun T™h = Th — Anun
(iil)  Restriktion: rq = Ryry, TH = RHTH
(iv)  Grobgitterproblem: WH = A;ler WH = AQITH

(v) Prolongation: u{ltﬂ) =up + wRﬂWH ugﬂ) =up + wPrLwy

Fehlerfortpflanzung Zur Analyse der Zweigitter-Konvergenz miissen wir nun eine
Fehlerfortpflanzung herleiten, also einen Zusammenhang zwischen eg 1) nach einem Schritt
und eg ) vor dem Schritt. Wir entwickeln diese Fehlerdarstellung wieder simultan in Funk-

tionenschreibweise und fiir Vektoren. Fiir den neuen Fehler gilt:

e](fﬂ) :uh—ugﬂ), bzw. e](fH) :uh—ugﬂ).
Mit (2.28]) bzw. (2.29)) erhalten wir
€](,Lt+1) =en — ThWH, bzw. ngrl) =en — RLWH
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Weiter, mit (2.25]) bzw. (2.26))
e%ltﬂ) =en — ?hAQI?H, bzw. eSH) =ep — R}T_[A;llfH.

Die rechte Seite des Grobgitterproblems ist durch (2.24]) bzw. durch (2.27]) in Vektorschreib-
weise gegeben:

e1(1t+1) =en — PrA Ru(f — Antin),  bzw. e}(lﬁl) =& — Ry A Ry (bn — Aniin).

Wir nutzen nun fiir die exakte Losung Anuy, = fbzw. Ay up, = by, und erhalten einen Bezug
zum Fehler nach der Vorglidttung

e](_:hLl) = éh — ?h.AQIJQHAh(uh — ﬂh) bzw. e](ﬂ:chl) = éh - RLA;[IRHAh(uh - ﬁh)?

also:
el = (9 — PrA RuAR)En, bzw. e "V =1 — RLAG RpApJen.
Fiir diesen gilt mit Darstellung und (2.22)
eg‘“) = (Ih — PrAR R An) Gt eg) bzw. egﬂ) =[In — RLAalRHAh]GﬁleS).

Zusammengefasst erhalten wir den Zweigitter-Operator Bz (v) und die Zweigitter-Matrix
Bzg(v):

Bzg(V) = (In — PrAR' RuAn)Sy, Bzg(v) = [In — R AL'RHALIGY,

Die Zweigitter-Iteration spaltet sich in zwei Bestandteile: die Glattung und die Grobgitter-
Korrektur. Bei der mathematischen Konvergenzanalyse des Verfahrens werden diese beiden
Anteile getrennt. Wir beweisen getrennt:

Lemma 54 (Glattungseigenschaft). Die gedimpfte Richardson-Iteration mit 0 = Ayax(An)
erfiillt die Glittungseigenschaft

CG

WHVhHLQ(Q) Wi € Vh.

[AnShvhllizo) <

sowie

Lemma 55 (Approximationseigenschaft). Sei Oy € Qy mit H < cH und ¢ > 0 unabhingig
von h und H zwei geschachtelte Gitter. Fiir die Grobgitterkorrektur gilt die Approximationseigen-
schaft

||(\AE1 - (‘Ph\AQIRH)VhHLQ(Q) < CAthVhHL?(Q) \V/Vh S Vh.

Mit diesen beiden Sétzen folgt unmittelbar das Konvergenzresultat fiir die Zweigitter-Iteration:
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Lemma 56 (Konvergenz der Zweigitter-Iteration). Essei G ein Glittungsoperator mit der Eigen-
schaft von Satz b4 Weiter sei H < ch. Dann gilt fiir hinreichend viele Glittungsschritte vi > v
mit v unabhingig von h

c

1Bzc (V)| € pzg(v) = o< 1.

Proof. Mit Satz 54 und Satz 55| gilt:

CACG|

[Bzg (V)vh] < Vil Yk € Va.

Mit v > cacg folgt die Aussage des Satzes. O
Wir beweisen zundchst die Glattungseigenschaft:

Proof. (Beweis von Satz[54)) Der Operator Ay, : Vi, — Vi mit (Apun,vh) = (un, Anvn) ist
selbstadjungiert, und hat positive reelle Eigenwerte 0 < A; < --- < An,, und Verfﬁgt tiber ein
zugehoriges System aus [2-orthonormalen Eigenvektoren wg ), .. w{t . Jede Funktion

Vh € V} schreiben wir nun in der Form

Np

Nh
Vh = Z'Yiwg), Yi = (Vh, wg)), IviliE2(q) = Zy% (2.30)
i=1 —

Mit 0 := Aﬁi ist durch die Richardson-Iteration

Sh==Tnh — An,

7\1\1h

ein Operator Gy, : Vi, — Vi, definiert. Fiir ein beliebiges v, € V}, gilt in Schreibweise ((2.30

N
AnGyvi = ) A (1o N0
h th—ZY11 (Uh.

A
i—1 Nn

In der Norm:

)\ 2v
2 242
NN ZM ( ANJ
A\ 2 s 2v Nn
< A2 i _ 1 2
\ANhlgnilg}lslh{<7\Nh) (1 }‘Nh> };Yl

A 2 s 2v
= \? L — 2,
Nhlggﬁh{(m) < Am) }thll

Es gilt 0 < A1/AN,, < 1 und mit der Ungleichung

1—x)V1< (1 —1 >1
Orgnggl{X( X))V (14+v), v
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folgt
MnSGivnl* < AR, (1 +v) 2 vn 1. (2.31)

Fiir den grofiten Eigenwert des Operators Ay, gilt der Zusammenhang
Ml ™2 = (Anw™, o) = (Anw ™, @) < Amax(An) w2,

mit dem Koeffizientenvektor wg\'h) von wglN“) in der Knotenbasisdarstellung. Jetzt gilt

w2 = (M MM M) < Ain(MR) 7 @ M),

Mit Amin(Mp) = O(h?) sowie Amax(An) = O(1) folgt An,, < ch™2 und aus (2.31)) schliefllich
die Behauptung. O

Es bleibt, die Approximationseigenschaft zu zeigen:

Proof. (Beweis von Satz Es sei f, € V}, beliebig. Dann ist v, = Aﬁlfh definiert durch
a(Vh, dn) = (fn, dn) Vdn € Vh. (2.32)
Weiter sei fy € Vi gegeben durch fy = Ry, also
(f1, &) = (fr, b)) Vou € V.
Alsoistvy = AﬁlfH = AaliRH T1, definiert durch
a(vi, o) = (fn, d1) Vou € Vi, (2.33)

Schliefilich definieren wir eine Funktion v € H{(Q) N H2(Q) als Losung der Randwertauf-
gabe
a(v,$) = (fn, ) Y € Hy(Q). (2.34)

Fiir diese Losung gilt die a priori Abschidtzung
IV < e[ full (2.35)

Die Losungen vy, € Vi, von (2.32) und viy € Vi (2.33)) sind gerade die Galerkin-Approximationen
der Losung v € H}(Q) N H2(Q) von (2.34)). Es gilt demnach die L*-Fehlerabschitzung:

v =vrll < ch?[V2],  [lv—vull < cH?|[V2y].
Mit der Annahme H < ch und der a priori Abschédtzung folgt
v = vill < v =vall + [Iv = vul| < eh?[[ V]| < ch?[[fn ).
Also folgt fiir den Grobgitter-Operator
AL — PrAL Rufn | < ch?|[fu] Vn € Vi

Dies vervollstandigt den Beweis. O
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2.3.3 Mehrgitter-Verfahren

Beim Zweigitter-Verfahren erfolgt die Grobgitter-Korrektur durch Losen eines Systems Apjuy =
fH. Dieses Problem ist zwar kleiner als das urspriingliche, kann jedoch immer noch zu grofs
zum effizienten Losen sein.

Beim Mehrgitter-Verfahren zur Losung von Ay up = fi im Raum V}, = Vi wird zur Lésung
des Grobgitter-Problems A; _jwy_; = r1_; wieder das Zweigitter-Verfahren verwendet.
Dies geschieht auf rekursive Art bis wir beim Problem auf dem grobsten Gitter Agug = 19
ankommen. Dieses nun sehr kleine Gleichungssystem kann mit einem direkten Verfahren
gelost werden.

Algorithm 57 (Mehrgitter-Verfahren). Durch Oy = Qp € Q1 € ... € Qp = Qp sei
eine Familie von geschachtelten Triangulierungen mit hy_; < chy gegeben. Sei u(LO) = u](f) ) ein
Startwert. Durch v1,va > 0 sei die Anzahl der Vor- bzw. Nachglittungsschritte gegeben. Weiter sei

R > 1 und wy € (0, 1] ein Didmpfungsparameter. Iteriere fiir t > 0
uf Y =g, ),

mit der Mehrgitter-Iteration MG(1, u{t) ,f1):

=0 Direkter Liser: u(()tﬂ) = Ay fo
1>0 (i) Vorglitten: = G" (u{t))
(il) Residuum: T =f — Ay
(iil) Restriktion: T1—1 = Ri_111
(iv)  Grobgitterproblem: w{g}l =0
1<r<R: W{i)l :Mg(l—l,w{:l),n_l)
(v) Prolongation: wy = ile{E)l
(vi)  Update: U = U + wwy
(vil) Nachglitten: Y = gv 2y

Da die Grobgitter-Korrektur nun lediglich eine Approximation ist, fithren wir R > 1 Ko-
rrekturschritte aus. R wird tiblicherweise sehr klein als R = 1 oder als R = 2 gewdhlt.
Im Fall R = 1 spricht man vom V-Zyklus, im Fall R = 2 vom W-Zyklus der Mehrgitter-
Iteration, siehe Abbildung [2.9|fiir eine Darstellung des Iterationsschemas. Neben dem V
und W-Zyklus existieren weitere Varianten wie der F-Zyklus, beim dem in einer Richtung
R = 1 und in der anderen Richtung R = 2 gewdhlt wird. Weiter kann es zweckdienlich sein,
den Mehrgitterprozess nicht auf dem feinsten Gitter (1, sondern auf dem grobsten Gitter
Qn zu starten. Iterativ werden mit dem Mehrgitter-Verfahren auf den Gittern Qg, Qy, . ..
Losungen mit hinreichender Genauigkeit erstellt. Dieses geschachtelte Mehrgitter-Verfahren
erreicht die optimale Komplexitat O(N¢p ).
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2 Solution Techniques

Wenn der V-Zyklus konvergiert, so ist er sehr effizient. Bei Problemen mit Unsymmetrien,
nicht-glatten Koeffizienten, Singularitidten ist der V-Zyklus hingegen oft instabil. Hier bietet
sich dann der robuste W-Zyklus an.

Wir beweisen nun:

Lemma 58 (Konvergenz des Mehrgitter-Verfahrens). Der Zweigitter-Zyklus sei auf jedem Paar
der Familie Vo C Vi C --- C Vi konvergent mit pzg(v) — 0 fiir v — 0 gleichmifSig beziiglich 1.
Dann konvergiert fiir v > vq grofs genug der Mehrgitteralgorithmus im W-Zyklus mit einer von L
(und somit h) unabhingigen Konvergenzrate ppg < 1 beziiglich der L2-Norm:

[ —MS(Luw f)] < omalfur —ul?|.

Proof. (i) Wir setzen v, = 0. Wir fithren den Beweis per Induktion nach L. Zunéchst sei
v = Vo so gewdhlt, dass fiir die Zweigitter-Konvergenz gilt pzg < %. Wir wollen zeigen,
dass dann gilt ppg < 3. Im Fall L < 2 liegt gerade das Zweigitter-Verfahren vor und die
Aussage ist richtig.

(ii) Sei nun L > 2. Fiir das Gitterlevel L — 1 gilt nach Voraussetzung ppmg < %. Sei u{t) die
letzte Iteration.

Wir fiihren nun als Hilfsgrofle die Losung der Zweigitter-Iteration (mit exakter Losung des
Grobgitter-Problems) ein:

oY = 290wt ).

Dann gilt fiir die Differenz zwischen dieser Losung und zweimaliger Grobgitter-Korrektur

mit dem Mehrgitter-Verfahren (0 = w{(l)l M5O, w{l_)l M5O, w{Q_)l)

1 — 1 2 _
u£t+ ) _u£t+ ) = ?L(Wijl _Wl—l)a

wobei w{2_)1 die mit Mehrgitter approximierte Grobgitterlosung ist und wy_; die exakte
Losung des Grobgitterproblems. Es gilt:

2 _ 0 _ _
Wiy =il < phaglwi™y = Wil = pRegliwall (2:36)
. o . 0 . .
da der Startwert in Schritt (iv) von Algorithmus|57|gerade w, ", = 0 ist. Mit
— _ g1 o vy, (t)
wir = A R (fr = AdGy (wg 7))

— ATL R A (g — G ()
= A R ALY (w — u{t) ),

da G1(u) = w eine Fixpunktiteration ist. Also gilt mit (2.36))

(1)
vl

2 _ _
Wi, = Wi |l < o3l RSy ||l —w
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2.3 Mehrgitterverfahren

Wir schidtzen nun die Norm des Grobgitter-Operators mit Hilfe des Zweigitter-Operators
ab:
AL RGASY =5 — (AT = PAL R DAG = &Y — 25
Hieraus folgt:
MR AST < ISY)+ 1281 < 1+ pze < 2.
Insgesamt erhalten wir:

1
lw — ) < (pza + 2036w —wlY)).

Mit pzg < % und pmg < % aus der Induktionsannahme folgt die Aussage des Satzes. [

Im Abschluss betrachten wir nun den numerischen Aufwand in jedem Mehrgitterschritt.
Hierzu benétigen wir einige Hilfsgrofien, welche auf jedem Gitter (O; den Aufwand der
einzelnen Mehrgitterkomponenten beztiglich der Anzahl der Freiheitsgrade messen. Es sei

Co(No) := OP(Ay")/No,

der Aufwand zur Grobgitterlosung pro Grobgitter-Freiheitsgrad. Man beachte, dass Cy von
Ng anhingt, da die Grobgitterlosung im Allgemeinen nicht mit linearer Laufzeit erfolgen
kann. Dennoch, da Ny fest ist, kann Cy(Nj) in diesem Zusammenhang als konstant angese-
hen werden. Weiter sei Cs := OP(81)/N der Aufwand pro Gliattungs-Iteration pro Knoten
auf dem Gitterlevel Q| sowie Ct := OP(R{)/N der Aufwand zur Restriktion und auch Pro-
longation pro Freiheitsgrad und C, := OP(r{)/N der numerische Aufwand zur Berechnung
des Residuums. Dann gilt:

Lemma 59 (Komplexitit des Mehrgitterverfahrens). Es sei k := max(N{_1/N;) < 1,R=1
oder R = 2 die Anzahl der Grobgitteriterationen und vy, vo die Anzahl der Vor- bzw. Nachglittungsschritte.
Dann gilt im Fall q := kR < 1 fiir den numerischen Aufwand der Mehrgitteriteration

1
OP(MS(L)) = 7= (v +v2)Cs + Cr +2C7) Ne+ Co(No)g™Ni

Der Gesamtaufwand zur Reduktion des L2-Fehlers beziiglich der L2-Norm auf die Diskretisierungs-
genauigkeit O(h?) betrigt daher O(N In(Np)).

Proof. Wir betrachten zunéchst eine Gitterebene 1 mit Ny Freiheitsgraden und zidhlen die auf
dieser Ebene notwendigen arithmetischen Operation mit Ausnahme der Grobgitterkorrek-
tur. Mit der Vorbereitung gilt hier:

OP(G1) =CNy, C:=(vi+v2)Cs + Cr +2CT (2.37)
D.h., auf der feinsten Gitterebene gilt rekursiv:

OP(MS;) = CN; +R-OP(MS;_4)
= CNp +RCN{_; +R%- OP(MS; _»)
= CNp +RCN{_1 +R2CNp g+ -- -+ REICNy + RECH(Ng)No,
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wobei Co(Ng)Ny der Aufwand zum Losen des Grobgitterproblems ist. Mit Ny_; < kN{und
q := kR < 1 folgt:

—

Mit (2.37)) folgt die Komplexitatsabschdtzung. Zur Abschitzung der Gesamtkomplexitét
machen wir den Ansatz:

—2 In(N¢p)

Ce=hi~N7d ot~ N

PMe =1L ™ T In(pma)
]

Die Mehrgitter-Iteration erreicht also fast die optimale Komplexitiat O(Ny ) zum Losen des
Gleichungssystems mit hinreichender Genauigkeit. Der Logarithmische Term ist hierbei in
der Anwendung nicht wesentlich. Fiir den Beweis der optimalen Komplexitdtsabschdtzung
ist die Bedingung kR < 1 wesentlich. D.h., im Fall des W-Zyklus mit R = 2 bedeutet dies
K :=max N1_1/N < % Bei der Verwendung von lokal verfeinerten Gittern ist diese Bedin-
gung oft nicht erfiillt. Um dennoch optimale Mehrgitter-Komplexitdt zu erhalten muss der
Algorithmus modifiziert werden.
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Figure 2.2: Oben: Konvergenz von Jacobi-, Gaufi-Seidel- sowie den entsprechenden Ab-
stiegsverfahren. Unten: Vergleich der Anndherung bei Jacobi- und Jacobi-
Abstiegsverfahren an die Losung x = (1,0,2) T
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Figure 2.3: Optimale Polynome zur Beschrankung der CG-Konvergenz. Es gilt p(0) = 1
sowie eine Minimierung auf dem Intervall [1,4]. Links n = 2, Mitte n = 3 und
rechts n = 4.

Figure 2.4: Fehlerreduktion des geddmpften Richardson-Verfahrens fiir die eindimensionale
Poisson-Gleichung in Abhdngigkeit der Fehlerfrequenz.

Figure 2.5: Fehlerverlauf (rot) und approximierte Losung (griin) der gedampften
Richardson-Iteration. Von links nach rechts: Startfehler, nach einem Schritt,
zwei Schritten und nach 9 Schritten.
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Figure 2.6: Die Fehlerfrequenz A4 auf einem Gitter mit 10 Elementen und auf eine Gitter mit
5 Elementen.

Figure 2.7: Grobgitter Q1 und zwei feinere Gitter. Das Gitter Qf ist durch Verfeinerung
entstanden und es gilt Oy € Q%L. Das Gitter Q%L stammt nicht von Q¢ ab.

|
H = 2h h

Figure 2.8: Darstellung einer groben Basisfunktion cb& ) (durchgezogene Linie) durch drei
Basisfunktionen des feinen Gitters.
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Qr =Qp
97}
Qo = Qg

Figure 2.9: Schematische Darstellung des V- und W-Zyklus.
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3 Transportstabilisierung

3.1 Elliptische Probleme

In diesem Abschnitt vertiefen wir die theoretische Analyse von elliptischen Differentialgle-
ichungen. Auf einem Lipschitzgebiet Q C R mit d > 2 betrachten wir allgemein Probleme
vom Typ

d d
Lu=f, Lu:=-— Z 0i(aij(x)o5u(x)) + Z bj (x)05u(x) + c(x)u(x), (3.1)
ij=1 j=1

mit reellen Koeffizientenfunktionen ajj, b; und c. Es gilt wegen der Vertauschbarkeit der
zweiten Ableitungen ohne Einschrankung ai; = a;;. Mit der Matrix A = (ay;j);,; sowie dem
Vektor b = (b;); schreiben wir kurz:

Lu=-V:-(AVu)+b-Vu+cu.

Bei elliptischen Problemen sind die Eigenwerte von A ungleich Null und haben das gleiche
Vorzeichen. Wir nehmen ohne Einschriankung an, dass die Koeffizientenmatrix A positiv
definit ist.

Elliptische partielle Differentialgleichungen sind Randwertprobleme. Wir unterscheiden
drei verschiedene Arten von Randwerten:

1. Dirichlet-Problem Auf dem Rand 0Q geben wir den Funktionswert der Losung
vor:

sucheu: Lu=finQ, u=gaufdQ.

Es sei nun g € H'(Q) eine Fortsetzung von g, d.h., g ist die Spur. Dann kénnen wir das
Dirichlet-Problem stets in ein Problem mit homogenen Randdaten transformieren:

sucheu=u+g: Lu=f—Lg, u=0aufdQ.
Die strenge Voraussetzung an die Regularitadt der Dirichlet-Daten g ist also, dass diese Funk-

tion als Spur einer H!(Q)-Funktion gegeben ist. Wir bezeichnen den Raum aller Spuren von
H!(Q) Funktionen auf 9Q als H3 (0Q)). Es gilt H3 (0Q) c L2(0Q2).
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3 Transportstabilisierung

2. Neumann-Problem Aufdem Rand von Q) geben wir die Ableitung von uin Normal-
Richtung vor:
sucheu: Lu=finQ, 0nu=gaufdQ.

Bei Neumann-Problemen ist der Funktionswert von u auf dem Rand nicht fixiert. Die Losung
muss also im vollen Raum H' (Q) gesucht werden. Betrachten wir z.B. das homogene Neumann-
Problem

—Au=finQ, 09,u=0aufdQ,

so hat dies zur Konsequenz, dass die Losung nicht mehr eindeutig sein muss. Denn ist
u € H'(Q) eine Losung, so ist auch durch u + c fiir jedes ¢ € R eine Losung gegeben. Um
Eindeutigkeit zu erreichen muss der Losungsraum kiinstlich eingeschrankt werden, etwa
durch die Wahl:
HY(Q)/R = {v e H(Q), J vdx =0}
Q

We can easily show, that Poincaré’s inequality also holds on this space.

Lemma 60 (Modified Poincaré’s inequality). There exists a constant ¢, = c¢(Q) > 0 such that

Vla <cp (UQ vdx| + HVVH_O_) v e HY(Q).

Proof. Using Rellich’s Theorem we can show (by contradiction), that the inequality holds
for
Mo <cl[Vvla WveH(Q)\R,

e.g. for all functions v € H!(Q) with average zero. Then, the general case is obtained by

_ 1 _ _
vie | vax = vla <[Flo + v-vlo < leH vdx| + ¢y | 7] 0.
Q Q

Q]

O]

By this modification, the Neumann problem can be written as minimization problem with
the functional

ue HY(Q)\R: E(u) <E(WV):= %||Vv\|2 —(f,v) YweHY(Q)\R.

3. Robin-Problem Auf dem Rand 0Q geben wir gemischte Randdaten vor:
sucheu: Lu=finQ, 0Jnu+ ou=gaufoQ,

mit einem o # 0.

Wir werden zunédchst ausschliefflich das (homogene) Dirichlet-Problem betrachten. Hi-
erzu leiten wir eine variationelle Formulierung der allgemeinen elliptischen Differential-

gleichung (3.1)) her:
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Lemma 61 (Variationsproblem). Die Koeffizientenmatrix A € [L®(Q)]4* 4 sei positiv definit mit
(Ax,x) = YIx|* mity > 0,der Vektor b € W (Q)]4 sei divergenzfrei (also V-b = 35 diby = 0)
und es sei ¢ € L®°(Q) mit ¢ = 0. Jede Lésung u € C2(Q) N C(Q) von ) ist Losung der
Variationsgleichung:
a(u,¢) = (f,¢) Vo € Hj(Q).
Die Bilinearform
ist stetig
a(u,v) < M| Vul|[|[Vv] Vu,veHL(Q)
mit einer Konstante
M = max{d||Alco, ¢p Vd[[blloo, [lellt= ),
sowie positiv definit (elliptisch)

a(u,u) > vy||Vul?* vue H}(Q).

Proof. (i) Wir multiplizieren (3.1)) fiir festes t € I mit einer beliebigen Funktion ¢ € CP(Q)
und integrieren iiber das Gebiet:

(f,¢) = —=(V - (AVU), ¢) + (b - Vu, ) + (cu, d)

= (AVu, Vo) +J (AVUW)pds+(b - Vu, d) + (cu, d).
aQ

Wegen der Dichtheit von C(Q) in H}(Q) kann der Testraum erweitert werden.

(ii) Weiter gilt fiir alle u,v € H}(Q) wegen der Beschrénktheit der Koeffizienten und mit
Poincaré:

a a
la(u,v)| < Z |(ai;05u, aiV)|+Z|(b]’ajuav)|+|(cua\))|
Lj—1 i—1

<Al Y 1105ullr2(0) 101Vl 2(0)
+blloe D 1105ulli2(a) VlIz(0) + lelo iz (a) IVI2(a)

<Aool Vull2 (o) VVIIe2 () + bl VAV 20y ep | VVI2(0)
+lcloocplIVullz(q) [VVI2(0)
<SMIVullizio) [VVliza), M= max{||Allwd, cp|blloVd, cloch},

wobei wir die folgende Ungleichung verwendet haben:

d d %
3 o < Va (z)
i=1 i=1
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(iii) Zum Nachweis der Elliptizitit untersuchen wir die verschiedenen Terme der Bilinear-
form getrennt. Zunéchst existiert wegen der positiven Definitheit von A ein y mit:

(AVu,Vu) = JQ (A(x)Vu(x), Vu(x))dx > YJ'Q [Vul? dx = yHVuH%Q(Q). (3.2)

Wegen der Divergenzfreiheit von b gilt:

d d d d

(b-Vu,u) = Z(baiu, u) = Z(biu, oiu) = — Z(ai(biu),u) + ZJ ni(bju)uds

i=1 i=1 i=1 i=1

=0

d d
:—Z oibju,u) — Zb oiw,u) =—((V-b)u,u)—(b - Vu,u),
i=1 j=1 =0

und also (b - Vu,u) = 0. Schliefslich gilt mitc > 0

(cw,w) > mine - uf > 0

und zusammen mit ((3.2)) ergibt sich die Behauptung. O

Die stetige, positiv definite Bilinearform unterscheidet sich von einem Skalarprodukt durch
die fehlende Symmetrie.

Definition 62 (Schwache Losung). Eine Funktionw € H(Q) heifit verallgemeinerte (schwache)
Losung von (3.1), falls
a(u, ) = (f,4) V¢ € Hy(Q). (3.3)

Wie bereits argumentiert gilt:
Lemma 63. Jede schwache Losung w € H(Q) von (3.3)) fiir welche w € C2(Q) N C(Q) gilt ist
auch klassische Losung von (]3.1)).

Und weiter gilt:

Lemma 64 (Minimierung des Energiefunktionals). Im Fall b = 0 ist die Ldsung der vari-
ationellen Formulierung (3.3|) dquivalent zur Minimierung des Energiefunktionals. Suche u €
H{(Q):

E(w <E() WeV, EM) = %a(v,v) —(,v). (3.4)

Proof. (0) Die stetige und elliptische Bilinearform a(-, -) ist symmetrisch und somit ein Skalarpro-
dukt. Dies folgt aus b = 0 sowie der Symmetrie von A.
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(i) Wir gehen zundchst davon aus, dass u eine variationelle Losung von (3.3)) ist. Dann folgt
fiir alle v € H}(Q):
1 1
E(W) — E(v) = Jafu,w) = (f,u) = Jalv,v) + (£,v)
= aluw) — alwu) — Jabvv) + afu,v
1
= —§{a(u, u) —2a(u,v) + a(mv)}

1
= —sau-v,u—v) < —%HV(LL—V)H <.

Also, E(u) < E(v).
(if) Nun sei u Minimum des Energiefunktionals. Dann muss gelten:

=0 WeH\(Q).

s=0

d
gE(u—k sv)

Also, wegen der Symmetrie von a(-, -):

=a(u,v)—(f,v) =0 We H}(Q).

s=0

d 1
E{?l(u—i—sv,u—i—sv) — (f,u+sv)}

Existence of solutions

For considering the general (non-symmetric) case, we need some additional background
from linear functional analysis.

Definition 65 (Banach space, Hilbert space). Let V bea linear space. Let ||-|| : V — R be a norm

on V. If V is complete with || - || it is called a Banach space. By (-,-) : V x V — R we introduce

a scalar product on V. If V is complete with respect to the induced norm || - ||v = (-, )N Sy it is

called Hilbert space.

Examples for Hilbert spaces are the space L?(Q) with the scalar product and norm

(f,9)r2(0) ::J fgdx, |fllr2(q) ::J If|?dx,
Q Q

or the space H}(Q) with scalar product and norm

(f, 9hi ) = (VF,Vg)i2(q) = L) VE-Vgdx, |[fllyyq) = IVFIlaq) = JQ V2 dx.

Further, H}(Q) (without zero trace) is a Hilbert space with

[N

(f, ) = (f, Pr2a) + (VE,Va)i2(q), [fllhia) = (”fH%_Q(Q) + HVfH%_?(Q))
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Finally, H*(Q) = W¥*2(Q) is a Hilbert space for every k together with the scalar product

k

(f, Phix (o) = Z(Vlfa Vig)iz(q)-
1=0

Definition 66 (Dual space). Let V be a vector space. By V* we denote the dual space of V. The
space V* consists of all linear functionals

1:V—-R
and V* carries the induces linear structure:

lv+w)=1v)+1lw) VYv,weyV,

and
l(owv) = xl(v) VaxeR, WeV.
If V is a normed space with norm || - ||y, the dual norm || - ||y« on V* is induced by
L)
Mv-=  sup 1O ).

veV, Ivivo VIV vev, vivs

Example 67. Let V = 1%(Q). A linear functional L € V* is given by

l(v) = L) vdx.

Linearity of 1(-) comes from the linearity of the integral. It holds

| 1tla < VIQ

Wiz = sup J vax < |[v
wi<tJa

/a<

On the other hand,

1
U2+ = sup J vdx}J ——dx = +/|Q].
IUl2(0) N o il V

Ivilst

Therefore, |[U||12(q)2 = v/IQl.
Next, let V = H}(Q) and w € H{(Q) be arbitrary. Then,

lo(v) = J Vv - Vwdx
Q

is a linear functional. Once more, linearity follows by using the linearity of the integral and the scalar
product. Here, it holds

WUhio)r = sup (Vv, Vo) < [[Vwl.
[Vv]<1

Then,

Vw
Uiy = sup (Vv,Vw) > <,Vw) = ||Vw].

Hence, |||12(q)2 = [[Vw]|.
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By Hoélder’s inequality

1 1
Ifgll o) < Ifllpliglla,  pra€llool, 42 =1,

we can identify the dual space of LP(Q) for 1 < p < oo with LP(Q)* = L9(Q) where
q = (1+1/p)~! is the dual exponent. For every g € L9(Q), the mapping

f'—>J fgdx
Q

is s linear functional.
One of the very import theorems in linear functional analysis is

Lemma 68 (Riesz representation theorem). Let V be a Hilbert space with scalar product (-, -)v xv.
For every linear functional L € V* there exists a unique element w € V, such that

lv) = (v,wlvxy WeV, |lv: = [wlv.
Vice versa, every w € V defines a linear functional 1 € V* by

Lv) == (v, w)vxv.

The proof is found in the literature [[1]].

A consequence of Riesz representation theorem is the unique existence of the Laplace solu-
tion

Lemma 69 (Existence of Laplace). Let f € L?(Q). The variational solution w € H}(Q) of the
Laplace equation
(Vv, Vo) = (f,d) VdeV

is unique.

Proof. By
L) = (f,d) Vo € Hi(Q)

a linear functional in H}(Q)* is given, as it is bounded

Up) < (f, ) < [If]l 1]l < cpllfIHIV I,

and obviously linear. The variational formulation is the Hj-scalar product. The problem is
therefore equivalent to the formulation

(W, b)) = U).

According to Riesz, such a u € H}(Q) exists uniquely. Furthermore it holds

Wiz ) = IVull = (Ul )« < cplifll-
0
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Auf das allgemeine elliptische Problem kann der Riesz’sche Darstellungssatz nicht angewen-
det werden. Das Problem ist nicht durch ein Skalarprodukt gegeben. Wir benétigen den
allgemeineren:

Lemma 70 (Lax-Milgram). Sei V ein Hilbertraum, 1 € V* ein stetiges lineares Funktional und
a:V xV — Reine stetige und elliptische Bilinearform:

a(w,v) SMJuflv vy YV veV, afwu) >yulf, vueV.
Dann existiert eine eindeutige Losung w € V der Variationsgleichung:
a(u,v) =1lv) Wwevyv,

welche stetig von den Daten abhingt:

1
[ullv < Z[[Ulv-.
Y

Proof. (i) Fiir jedes feste u € V ist wegen der Stetigkeit der Bilinearform ein stetiges lineares
Funktional A,, € V* definiert:

Aulv) = a(u,v) < My|vlly WweV.

Da V ein Hilbertraum ist gilt der Darstellungssatz von Riesz und es existiert ein Element
Au €V, so dass gilt:
(Au,v)y = Ay(v) =alu,v) WweV.

Esist also durch den Riesz’schen Darstellungssatz ein Operator A : V — V definiert, welcher
jedem Element u € V ein Element Au € V zuordnet, so dass sich die Bilinearform durch
das Skalarprodukt ausdriicken lasst. Es gilt:

a(u,v) M{[uflv [[v]lv

AUy = [[Aullv+ = sup < Mfuflv. (3.5)

vev [MIv Tvev VIl

(if) Fiir ein festes v € R definieren wir einen weiteren Operator T, : V — V durch
(Trw,v)v :i= (u,v)v + r(l(v) — (Au,v)v) Yvev.
Es gilt fiir zwei Elemente u,w € V:
(Tru—Tw,v)y = (u—w—TA(u—W),Vv)y.
Wir wihlen die Testfunktion v := T,u — T,w

HTTu—TTwH%/: (u—w—1A(u—wW),u—w—rA(U—W))y 36
= Hu—wH%/—QT(A(u—w),u—w)v—|—r2(A(u—w),A(u—w))v. (36)

Es gilt wegen der Elliptizitat

Alu—w),u—wly =a(u—w,u—w) > vylu—w|3,
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und mit
(Alu—w),Alu—w))y = [A(u—w)[} < M?u—w|}.
Zusammen folgt aus (3.6))
[Trw—Tow|[y < 11 —2ry + M2 [|lu—w|}.
Und fiir

2
H—2ry +M%2 <1 & re (O,A/é),

ist T, eine Kontraktion und mit dem Banach’schen Fixpunktsatz existiert ein eindeutig bes-
timmtes u € V mit T,u = u. Und dann:

TTu=u = (Auv)=1(V) YweVW.
(iii) Es existiert also eine Losung. Angenommen es wiirden zwei Losungen u;, us € V mit
W =1 — Uy existieren. Dann gilt:
a(w,v) =0 WeV.
Und wegen der Elliptizitat:

Oza(w,w)>y\|w||%/ = w=0.

(iv) Abschliefiend gilt fiir die Losung die a priori Schranke:
VIl < afw,w) =1w) < [y [fullv-

O

Dieser Satz kann nun unmittelbar auf das allgemeine elliptische Problem angewendet wer-
den:

Corollary 71. Sei L ein elliptischer Operator mit den Eigenschaften aus Satz Weiter sei f €
L%(Q). Dann hat die Gleichung:

Lu=finQ, u=0aufdQ,
eine eindeutig bestimmte schwache Lsung w € Hi(Q) und es gilt:
c
Viflez(a) < 7pr||L2(Q]a

mit der Poincaré-Konstante Cp.

Proof. Durch 1(v) = (f, v) ist ein lineares, stetiges Funktional bestimmt:
1v) = (£,v) < Ifllizo) IVIizia) < cplifllizio) IVVIIz@)  ¥v € Hg(Q).

Mit dem Satz von Lax-Milgram [70|folgt die Aussage. O
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3 Transportstabilisierung

This result is not optimal in terms of the right hand side. Every f € L?(Q) defines a func-
tional 1 € H}(Q)* by

Up)=(f,dla = [UN<cplf][[[V].

It is however not necessary to choose f € L?(Q). Lax-Milgram requires f € H}(Q)* to
guarantee a solution u € H}(Q). We can identify L?(Q) as a subspace of the dual space
H3(Q)*. We define

Definition 72 (Dual space of H}(Q)). By

L)

IUw-1(q):= sup
= peti(a) VO

we define the H™-dual norm. By
HH Q) :={l: Hy(Q) = R, |U-1(q) < oo}

we denote the dual space of H}(Q).

The space H™1(Q) is the dual space of H}(Q) with respect to the scalar product (V-,V-)q
that only by Poincaré’s inequality is a homogenous.

Further,

Definition 73 (Duality product). Let V be a vector space with dual space V*. We define the duality
product
(Lv)vexv:i=1v) ¥YveV, Vle V"

Using this more general concept, the Laplace problem has a weak solution u € H}(Q) for
all f € H71(Q) and it holds

(Vu, V) = (f,d) Yo e H}(Q) = [[Vul|=fllu-1(q)

One examples fora H~!-functional 1 € H~!(Q), that cannot be represented as an L2-function
via
L) = (f,d)o Ve H'(Q),

is the evaluation of a line integral, i.e.

)= | e

where I, C Q is a line segment within the domain. By the trace inequality we know, that
such a trace exists, i.e. we know the estimate

Up)l = }J d(x)dx| < [|d]Ire V/ITinl < VIMinlery 1 dllHr ()

in
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3.1 Elliptische Probleme

Hence, 1 € H1(Q). There exists however no such f € L?(Q) that represents this functional.
Considering the problem

(Vu, Vo) = | pixdx v e HiO),

we must use this generalized concept of the right hand side.

Regularitat der Losung Von entscheidender Bedeutung fiir das weitere Vorgehen
ist die Regularitit der Losung u € H}(Q). Falls wir z.B. u € H?(Q) zeigen kénnen, so
folgt aus der kompakten Einbettung ?? H?(Q) < C(Q) die Stetigkeit der Lésung. Um
zu garantieren, dass u eine klassische Losung ist, also u € C?(Q) benétigen wir hohere
Regularitdt. Der Einbettungssatz fordert in d raumlichen Dimensionen fiir die kompakte
Einbettung H™(Q) — C2(Q):

d d
——>2 < > 24 —,
m 5 m +2

also benstigen wir m = 4 und u € H*(Q).
Zunéchst gilt einfach:

Lemma 74 (Schwacher Laplace). Fiir die verallgemeinerte Losung w € H}(Q) der Laplace-
Gleichung ist Aw im schwachen Sinne definiert und liegt in L2(Q).

Proof. Seiu € H{(Q) die schwache Lésung von (Vu, Vv) = (f,v) fiir alle v. Dann gilt:
(f,v) = (Vu, V) = —(u,Av) W e Cz°(Q).
Also ist f = —Au im Sinne der schwachen Ableitung mit
f=—Aue%Q).
U
Es zeigt sich nun, dass sich die Regularitdt der Daten auf die Regularitdt der Losung tibertragt.

Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen spielt jedoch die Regularitit des Ge-
biets eine entscheidende Bedeutung. Ohne Beweis:

Lemma 75 (Regularitdt der Losung). Sei Q polygonal und konvex, oder besitze einen Rand der
Klasse C? (lokal parametrisierbar durch eine zweimal stetig differenzierbare Funktion). Im Falle
f € L2(Q) gilt die a priori Abschitzung:

ullhz(o) < csliflliz@),

mit einer von f unabhingigen Stabilititskonstante .
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3 Transportstabilisierung

Figure 3.1: Gebiet mit einspringender Ecke.

Dieser Satz sichert uns die Stetigkeit der Losung u € H(l](Q) N C(Q). Die Konvexitit des
Gebiets ist entscheidend. Ausgeschlossen sind einspringende Ecken, also Kanten mit Innen-
winkel w groBer 180°. Wir betrachten auf dem “Tortenstiick” aus Abbildung3.T|die Poisson-
Gleichung;:

“Au=0, u(r,0)=0 0c[0, ], u(1,8)=sin(_).
w w
In Polarkoordinaten ist die Losung gegeben durch:
o, Tt
u(r,0) =rw sin <$9> .
Fir w € (m,2n) gilt u € HY(Q), aber u ¢ H2(Q). Der Fall w = 27 wird Schlitz-Gebiet
genannt.
Allgemein gilt:

Lemma 76 (Hohere Regularitit der Losung). Fiir ein m > 0sei f € H™2(Q). Weiter sei Q
ein Gebiet der Klasse C™ 2. Dann gilt fiir die Losung des Poisson-Problems

[ullim (o) < cllfllim-—2(q),
mit einer von f unabhingigen Konstante c.
Abschliefiend beweisen wir als wichtige und grundlegende Aussage fiir elliptische Gle-
ichungen
Lemma 77 (Elliptisches Maximumprinzip). Fiir den elliptischen Operator
Lu:=—-Au+ au,

mit a > 0 gilt auf dem Gebiet (O C R4 das Maximumprinzip. D.h., eine Funktion u € C*(Q) N
C(Q) mit der Eigenschaft Lu < 0 hat kein positives Maximum im Innern. Es gilt also

u(x) < 0fiir allex € Q oder maxu(x) = max u(x)
xeQ xXE0Q

Proof. Wir beweisen den einfachen Fall a > 0. Sei also Lu < 0 und z € Q ein inneres
Maximum mit u(z) > 0. Dann gilt notwendig

VLL(Z) =0, axxu(z) <0, azzu(z) < 0.

Also folgt:
—Au(z) >0

aus au(z) > 0 folgt der Widerspruch. O

In einer Dimension besagt das Maximumprinzip gerade die Konvexitédt einer Funktion mit
Oxxu(x) > 0.
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3.2 Transportdominante Probleme

Figure 3.2: Galerkin-Approximation der Navier-Stokes Gleichungen bei Reynoldszahlen
Re = 20 und Re = 100. Oben: 3d-Darstellung der Geschwindigkeit. Unten:
Geschwindigkeit aufgetragen tiber die linie (y=0) durch die Mitte des Gebietes.

3.2 Transportdominante Probleme

Eine wichtige Gleichung in der Anwendung sind die Navier-Stokes Gleichungen, ein System
nichtlinearer partieller Differentialgleichungen fiir die Geschwindigkeit v und den Druck p,
gegeben als
(v-V)v—VvAv+ Vp =1,
div v =0.

Die Konstante v > 0 gibt die kinematische Viskositdt der Fliissigkeit an. Die Gleichung ist
nichtlinear, der Konvektionsterm (v - V)v ist die Richtungsableitung der Geschwindigkeit in
Richtung des Geschwindigkeitsvektors selbst

d ov
(v-V)v= Zvig.
i=1 t

Die Navier-Stokes Gleichungen haben eine enorme Anwendung in der Stromungsmechanik
und geben gute Ndherungen fiir das Verhalten von unterschiedlichen Gasen und Fliissigkeiten
an, von Blutstromungen in Gefédflen tiber die Umstromung von Schiffen bis hin zur Um-
stromung von Flugzeugen. Mathematische Schwierigkeiten ergeben sich einerseits durch
den nichtlinearen Konvektionsterm, insbesondere aber durch die Nebenbedingung divv =
0, der Inkompressibilitit. Die Navier-Stokes Gleichungen beschreiben inkompressible Ma-
terialien, also Fliissigkeiten (oder Gase), die sich durch Krafteinwirkung nicht, oder nur
unwesentlich im Volumen dndern. D.h.: die Dichte des Materials bleibt konstant.
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3 Transportstabilisierung

Figure 3.3: Galerkin-Approximation der Navier-Stokes Gleichungen bei Reynoldszahlen
Re = 500 und Re = 2500.

Eine linear Vereinfachung der Gleichung ist die Oseen-Linearisierung, bei der der Konvek-
tionsterm durch einen Transportterm mit fester Transportrichtung ersetzt wird

(B-V)v—vAv+ Vp =1,
div v =0,

wobei : Q — R9 ein Transportfeld ist, welches im {iblichen wieder divergenzfrei ist, d.h.

div p =0.

Die Charakteristik von Stromungen ist durch die sogenannte Reynoldszahl bestimmt

Re — ML
v

welche das Verhiltnis zwischen Geschwindigkeit |v|, einer charakteristischen Lange L (z.B.

die Grofse eines umstromungen Flugzeuges) und der Viskositdt angibt. Fiir grofie Reynold-

szahlen heifdt die Stromung transportdominant.

Fiir grofie Reynoldszahlen ist die Galerkin-Approximation der Navier-Stokes-Gleichungen
numerisch nicht stabil. In Abbildungen [3.2] sowie 3.3| zeigen wir die Losung der Navier-
Stokes-Gleichungen in einem Kanal mit Verzweigung fiir die Reynoldszahlen Re = 20, 100, 500, 2500.
Neben der x-Komponente der Stromungsgeschwindigkeit ist unten jeweils die Norm der
Geschwindigkeit {iber eine horizontale Linie durch die Gebietsmitte aufgezeichnet.

Die Gleichung wurde jeweils auf einem relativ groben Ortsgitter gerechnet. Bei grofser wer-
denden Reynoldszahlen ist die Losung nicht mehr stabil. Es treten unphysikalische Oszil-
lationen auf. Der Theorie folgend sollte mit wachsender Reynoldszahl (also kleiner wer-
dendem Diffusionsparameter) die Breite der Grenzschicht abnehmen. Trotz Steigerung der
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3.2 Transportdominante Probleme

08

0.6

04

0.2

Figure 3.4: Losung des Modellproblems.

Reynoldszahl um den Faktor 5 in jeder Rechnung bleibt die Breite der numerischen Gren-
zschicht in Abbildung [3.2]etwa gleich.

Eine weitere Vereinfachung der Oseen-Gleichung erhalten wir bei Vernachladssigung der Di-
vergenzfreiheit. D.h., wir gehen zur Gleichung

(B-V)v—vAv=HA

tiber und gehen auch davon aus, dass sich die Gleichung im R' abspielt. D.h,, v: Q — R
und wir erhalten das einfache Transport-Diffusionsproblem

(B-V)v—vAv =T,

eine Gleichung, die formal zu den oben beschriebenen elliptischen Differentialgleichungen
gehort.

3.2.1 Analyse eines Modellproblems

Um die auftretende Instabilitiat ndher zu untersuchen betrachten wir ein eindimensionale
Modellproblem auf I = [0, 1]:

—eu”4+u' =0, u(0)=1, u(l)=0. (3.7)

Die Losung kann fiir jedes € > 0 explizit angegeben werden, verhilt sich im Wesentlichen
wie u ~ 1 und fillt in einer Grenzschicht der Breite O(€) bei x = 1 auf 0 ab, sieche Abbil-

dung 54

_exp(1/e) —exp(x/€)
ulx) = exp(l/e)—1

Zur Diskretisierung dieser Modellgleichung verwenden wir stiickweise lineare Finite Ele-
mente auf einem Gitter mit Gitterweite h: Qp = {x; := ih,i =0,...,N}. Esseiu € RN*!
der Koeffizientenvektor der Losung, also u; = u(xi). Die Finite-Elemente Diskretisierung
entspricht hier einer zentralen Differenzenapproximation:

2ui —uip — Ui

Wiy —Wi—1
h2 ’ '

2h

—eAu(xq) ~ € u’(xq) ~
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3 Transportstabilisierung

Die Losung ist gegeben durch:

1
0
Au=| |,
0
mit der Matrix:
0
—e—2  2¢  —e+} 0
1 0 —e— 1 2e —e+ 1 0
A = ﬁ 2 2 (38)
h h
0 —€— 3 2e —€+ 35
0

Diese Matrix ist nur fiir € > h/2 diagonaldominant. Wir haben aber gesehen, dass gerade
fiir sehr kleine Werte von € (dies entspricht der Viskositit bei Navier-Stokes) die Losung der
Gleichungen interessant sind. Die Annahme € > h/2 ist also zu restriktiv. Die numerische
Losung kann explizit angegeben werden. Um spiéter auch andere Diskretisierungen der
Modellgleichung untersuchen zu kénnen betrachten wir das allgemeine Approximationss-
chema fiir die Losung u € RN

u =1, uny =0, xpui_1+ xu; + xouiq =0,

mit Koeffizienten o, 1, x2 € R. (Dies sind die Koeffizienten der Matrix, also im Beispiel ({3.8))
xp = —€ —h/2,...). Wir bestimmen die Losung mit dem Ansatz:

uy = Aiv
Innerhalb des Gebiets ergibt sich die Gleichung;:

2
oA @A+ oA = AT (g 4+ 0oA?) =0, = A = bk (] - 22
20(2 20(2 (0.6)]

Mit den beiden Nullstellen A, und A_ kombinieren wir die Losung zu:
w = c AL e AL
Die Randbedingungen up = 1 und un = 0 ergeben:
AN AN
C_ = SN C e —
AN AN T

Fiir den Fall der Galerkin-Diskretisierung gilt nun:

h
€+§

€ —

}\_:1, 7\+:
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Figure 3.5: Galerkin-Approximation der Navier-Stokes Gleichungen zu Re = 2500 auf einer
Sequenz von global verfeinerten Gittern mit Gitterweiten h = 273, h = 2~* sowie
h=275

und die Losung ist gegeben durch (¢4 ausrechnen!)

AN L
ui:N—.
AN 1

Fiire < h/2istA; < 0, es wird also eine (nicht physikalische) oszillierende Losung erzeugt.

In Abbildung [3.5| zeigen wir die Losung zu Re = 2500 auf einer Sequenz von global ver-
feinerten Gittern. Ist die Gitterweite h klein genug, so wird eine Losung ohne Oszilla-
tionen erzeugt. Bei sehr grofien Reynoldszahlen und insbesondere bei dreidimensionalen
Problemen ist es schon aus Speichergriinden nicht moglich hinreichend kleine Gitter zu
verwenden. In den folgenden Abschnitten werden wir fiir dieses Modellproblem Stabil-
isierungsmethoden vorstellen und analysieren.

Zur Untersuchung betrachten wir die Galerkin-Formulierung eines etwas verallgemeinerten
Modellproblems.

u € HHQ), e(Vu, V) + (B- Vi, d) + alu, d) = (f,d) Vo € Hi(Q),  (3.9)

mit einer festen Transportrichtung p € R4 und « > 0. Dabei sei € > 0, wir analysieren aber
konkret den Fall € < 1, werden also stets Fehlerabschédtzungen herleiten, die auch fiir e — 0
gelten sollen. Diesem Problem ist durch diagonales Testen eine natiirliche Energienorm
zugeordnet:

e(Vu, Vu) + (B - Vu, 1) + o(u, 1) = €| Vu|? + ofju?. (3.10)

Der Transport-Term verschwindet bei diagonalem Testen, falls (wie hier) B € RY konstant
ist, oder falls div 3 = 0 vorliegt.
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3 Transportstabilisierung

Lemma 78 (Galerkin—Diskretisierung des Modellproblems). Fiir die Finite Elemente Approx-
imation uy, € V}(LT) C H(Q) von mit Polynomen von Grad v > 1 gilt

e[ Ven|| + octlen| < ch”(e? +h#) V7 u).
Proof. (i) Es gilt mit (3.10) und mit Galerkin-Orthogonalitét fiir e, = u —un

e|[Ven|? + ollen]® = e(Ven, V(u—dn)) + (B - Ven,u— dn) + a(en, t— inut)
€ €
< §Hveh||2+§||v(u—¢h)”2 *\|€h\|2+“||u dnl*+ (B Ven, u— dn).

Der verbleibende Term wird partiell integriert. Dann folgt

N BI?

(B-Ven, u—bn) = —(en, B-V(u—dn)) < [len] 1BV (u—dn)| < fH = IViu—on)lP,

da sich die inneren Sprungterme aufgrund der Stetigkeit aufheben. Zusammen folgt

SIVent+ Sllenl® < (o B)((1+ €IV (w = b2+ fu — on?)

Einsetzen einer Interpolation ¢y, = iy u ergibt die gewtinschte Absch”zung. O

Fir h — 0 stellt sich die gewtinschte Konvergenz ein. Im Fall e — 0 geht allerdings die
Kontrolle iiber die Ableitung ||Vey| verloren. Der Beweis suggeriert wegen c(o, B) ~ oc ™!
Probleme fiir « — 0. Dieser Fall kann jedoch durch eine aufwiandigere Beweisfithrung
gerettet werden.

a) Upwind-Diskretisierung Die Stabilititsprobleme zeigen sich in der fehlenden Di-
agonaldominanz der Matrix ([3.8). Bei Verwendung von Differenzenapproximationen konnte
zur Approximation des Terms erster Ordnung anstelle des zentralen ein einseitiger Differen-
zenquotient verwendet werden:

Ui —ui—1

= (3.11)

u(xi) =
Die Koeffizienten der Matrix sind gegeben durch

xp=—€—h, o =2e+h, oy=—c¢,

und die Matrix ist diagonaldominant. Wir rechnen wieder die charakteristischen Nullstellen
A+ aus und erhalten:

A =1, A =SfM g P
€ €
Die Losung ist wieder gegeben durch
AN — AL
uy — 7{1\] 1+
N
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Jetzt ist die Wurzel A stets positiv, und die Losung ist monoton fallend und zeigt keine Os-
zillationen. Esist von grofSer Bedeutung, dass der einseitige Differenzenquotient nach
links, also Riickwiirts, gegen die Stromung genommen wurde. Dies tragt der physikalischen
Informationstibertragung Rechnung. Man spricht von eine Upwind-Diskretisierung. Diese
Diskretisierung ist inhdrent von 1-ter Ordnung, die Approximation kann nur O(h) betra-
gen.

Die Idee der Upwind-Diskretisierung kann auch auf die Finite-Elemente Approximation
tibertragen werden, ist jedoch technisch aufwendig und aufgrund der geringen Approxi-
mationsordnung nicht vielversprechend.

b) Kunstliche Diffusion Diagonaldominanz kann erreicht werden, indem der Diffu-
sionsparameter € in Abhdngigkeit der Gitterweite h vergrofiert wird. Wir verwenden im
Modellproblem ((3.7)) anstelle von e den Parameter

€h::€+§.

Mit diesem Parameter konnen wieder die Nullstellen A1 und die numerische Losung u

berechnet werden: N
h AN — AT
A=t Ay = g = T
€ AT —1

In Abbildung 3.6|zeigen wir die Losung der Navier-Stokes-Gleichungen mit kiinstlicher Dif-
fusion. Das Losungsverhalten ist glatt, zeigt also keine Oszillationen, die Losung ist allerd-
ings sehr ausgeschmiert. Obwohl die Reynoldszahl grofier wird, bleibt die Breite der Gren-
zschicht nahezu konstant. Anstelle der physikalischen Diffusion wirkt nur die kiinstliche
Diffusion. Bei h — 0 konvergiert die Losung jedoch gegen die richtige Losung. Wieder liegt
nur Konvergenz erster Ordnung O(h) vor.

Ubertragen auf eine Galerkin-Diskretisierung des verallgemeinerten Modellproblems fiihrt
die kiinstliche Diffusion zum Ansatz

(e+1) (Vin, Vén) + (B Vun, bn) + alun, on) = (F.dn) ¥on € Vi (312)
Zur Fehleranalyse muss eine gestorte Galerkin-Orthogonalitét betrachtet werden:
(e +h)(Ven, Von) + (B - Ven, dn) + «(en, drn) + h(Vu, Vn) = 0.
Es gilt:

Lemma 79 (Kiunstliche Diffusion). Fiir die Finite Elemente Approximation uy, € V}(LT) C V mit
Polynomgrad v > 1 von (3.12)) gilt die a priori Abschitzung

1 1 1
(e +hb) [ Ven|| + o en] < cl, BI]|V2u].

Unabhingig vom Polynomgrad ist die Approximationsordnung durch O(h) beschrinkt.
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Proof. (i) Es gilt mit gestorter Galerkin-Orthogonalitat:

(e + W)||Ven|? + «flenl|?
= (e+h)(Ven, V(u—¢n)) + (B - Ver,u—dn) + alen,u— dn) + h(Vu, V(un — dn)).

Mit partieller Integration im Transportterm und Abschétzen folgt

1 o
5(e+ 1) Ven] + Tlenl?

2
x
o IBP

<(e+h)|Vu—dn)|* + <2 ~ > w—dn® +h(Vu, Viun — dn)). (3.13)

(ii) Wir schidtzen nun zunédchst den Stabilisierungsterm weiter ab. Es gilt mit partieller In-
tegration

RVAL Plinu— gl = 3 —hAwinu— g+ | dnulipu—gn)do.  (314)
KEOQn oK

Den ersten Teil schitzen wir ab zu
. 2 2, % 2, % 2
R(AW, inu = bn) < cla)h?[Au? + Flu—wn* + Flu— dnl*. (3.15)

Der zweite Term in () verschwindet, da 9,,u bei hinreichender Regularitit (u € H2(Q))
stetig ist. Zusammen folgt bei ||Au|| < c||V2u|

(e +h)||[Ven|? + «llen|? < cle + )||[V(w— dr) |2 + c(a, B)|[ie — dnl? + c(ox)h?|| V2.

Mit der Wahl ¢y, = inu folgt die Fehlerabschdtzung. O

Die kiinstliche Diffusion liefert unabhdngig vom Polynomgrad eine Fehlerabschidtzung er-
ster Ordnung. Diese erhilt jedoch auch im Fall e — 0 bei festen h > 0 Kontrolle iiber die
Ableitung. Fiir beliebige Werte ¢ > 0 und h > 0 ist die Losung stabil. Lineare Ordnung
ist jedoch im Allgemeinen nicht ausreichend, um eine hinreichende gut Approximation der
Navier-Stokes Gleichungen im Fall grofier Reynoldszahlen zu garantieren.

Abbildung 3.6| zeigt die Losung der Navier-Stokes Gleichungen mit kiinstlicher Diffusion.
Dabei ist die Reynolds-Zahl Re = 2500 und die Rechnung wird auf einer Sequenz ver-
schiedener Gitter durchgefiihrt. Auch fiir sehr grobe Gitter ist die Losung stabil und zeigt

keine Oszillationen. Die Losung wird jedoch am Rand zu stark gegléttet, vergleiche hierzu
auch Abbildung

90



3.2 Transportdominante Probleme

Figure 3.6: Approximation der Navier-Stokes Gleichungen zu Re = 2500 mit kiinstlicher
Diffusion auf einer Sequenz von global verfeinerten Gittern mit Gitterweiten h =
273, h=2""sowieh =277,

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

d) Stromliniendiffusion Das Verfahren der kiinstlichen Diffusion ist &hnlich zur ein-
fachen Druckstabilisierung der Stokes-Gleichung, siehe Satz ??. Hier konnte eine Verbesserung
durch Hinzufiigen eines konsistenten Stabilisierungsterms im Sinne eines Petrov-Galerkin-
Verfahrens erreicht werden. Das resultierende Schema nannten wir PSPG-Verfahren. Entsprechend
gehen wir nun bei der Stromliniendiffusion vor.

Wir betrachten wieder das Modellproblem
—eu” +u' =1,
und Testen nun zum Erreichen der Stabilitat mit
~ h
b=+ 30"
Wir erhalten die variationelle Formulierung;:

el ') +(u 6)+ L) — S b') = (1,6). (316)

Eine Modifikation der rechten Seite entfillt wegen (1, ¢’) = 0.

Wir wenden diesen Zugang auf das modifizierte Modellproblem —eAu + 3 - Vu = oou = f
an und testen mit

b=0+06B V.

Der Stabilisierungsparameter 6 wird spéter von h abhédngen. Im Falle der Stromliniendif-
fusion kann dieser Parameter jedoch nicht immer als 6 = h gewahlt werden. Eine genaue
Analyse folgt im Laufe der Beweise. Wir erhalten
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mit
A(ua Cb) = G(V'LL, Vd)) + (B -Vu, (b) + O((LL, cb)v

und dem Stabilisierungsterm

S(u,d) = (—eAu+ B - Vu+ ou, 5B - Vo)

d3(B-Vu,p-Vd)+ 6(—eAu+ o, p - Vo) (3.17)
Se(d) =8(f, B - V).

Dabei dient alleine der erste Term zur Stabilisierung. Alle weiteren Terme garantieren einzig

die Konsitenz des Verfahrens. Denn fiiru € C2(Q) gilt S(u, ¢) = 0. Der Stabilisierungsterm

fithrt Diffusion nur in Richtung des Transports ein. Es gilt mit dg := (- V)

5(B-Vu, B - Vo) =5(0pu,0p¢p) = —5(0ppu, d).

Zur Analyse der Stromliniendiffusion fithren wir zunichst eine geeignete Norm ein. Unter
Beachtung von (u, - Vu) = —(f - Vu,u) folgt (u, - Vu) = 0 und es gilt fiir diskrete
Funktionen uy, € Vy, C V:

A(Uun, un) + S(tn, un) = €| Vun|® + ofun|® + 8||B - Vun|* + 8e(Anun, B - Vun),

wobei Apuy, zellweise zu verstehen ist. Fiir diesen letzten Term gilt mit Hilfe der inversen
Abschétzung auf jeder Zelle

1 € 5 c28?h2e 5
de(Aup, B - Vup)k < cdh™ "e||Vunlx |IB - Vulk < §\|VuhHK + THB - Vun|k.
Zusammen ergibt sich
de
A(uh,uh) + S(uh,uh —||VuhH2 + ocHuhHQ +d <1 - 2}12> HB VuhHQ (3.18)

Lemma 80 (Elliptizitdt der Stromliniendiffusion). Esseie >0, 3 € R2 und « > 0 beliebig. Es
sei € < h. Im Fall
d5<h,

ist die Methode der Stromliniendiffusion elliptisch mit
A, un) + S(uwn, un) = cllunllz,
mit der Norm

lunll? == e Vur||® + affun]® + 8B - Vun >

Proof. Wir betrachten den Fall € < h. Dann ist

se 5
2h2 " 2h’
Im Fall & < h folgt
de S 1
(1 - 2h2> =z
und Elliptizitat folgt mit Hilfe von ((3.18)). O
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3.2 Transportdominante Probleme

Remark 81. Satz |80| zeigt Elliptizitit im Fall € < h. Der Fall € > h wird hier explizit nicht
behandelt. In diesem (einfachen) Fall wird jedoch iiberhaupt keine Stabilisierung benétigt, da die
einfache Galerkin-Formulierung bereits eine optimale Approximation liefert.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun einen Konvergenzsatz fiir die Stromliniendiffu-
sion formulieren:

Lemma 82 (Konvergenz der Stromliniendiffusion). Es sei € > 0, o« > 0 sowie p € R4, Im
Fall 5 < hund e < h gilt fiir die Stromliniendiffusion bei Verwendung von Finiten Elementen vom
Grad v > 1 die a priori Fehlerabschitzung

€2 (|Ven|| + o |en|| + 83||p - Ven| < ch™ 2| V"],

Proof. (i) Fiir den Fehler in der Dreifachnorm gilt
llenlls < llw—inulls + llinw — unlls- (3.19)

Der Interpolationsfehler kann unmittelbar abgeschéitzt werden. Fiir den rein diskreten An-
teil gilt mit der Elliptizitat weiter

cllinu — unll} < (A +S)(int — wn, intt — up)
= (A+S)(u—up,thu—un) —(A+ S)(u—ipu,inu—uy). (3.20)

=0

Der erste Term entfillt aufgrund der Galerkin-Orthogonalitit, da die Stromliniendiffusion
eine konstistente Methode ist.

(if) Wir schétzen jetzt den Galerkin-Aneteil A(-,-) ab. Es gilt mitn := u — ihu und Py, :=
ipuw — up und einer Konstante ¢y > 0

€ [0 6
A, ¥n) < 4—C1HVHH2 + crel|[ Vi |* + Elln\l2 + cradf[bnl” + (B - Vn, ¥n).

Partielle Integration im letzten Term liefert

1
(B-Vn,wn) ==, B - Vibn) < g|mll* + 8eu 1B - Vibn
Mit [P || < [Ju—inul| + [Ju —un|| folgt schliefilich
. 2 —1 . 2 2
AM,dn) < C(C1)<|||u_1hu|”5 + 0 lu —ihu ) + cillu —unlls. (3.21)

Die Konstante ¢; > 0 kann dabei beliebig (klein) gewahlt werden, um die entsprechenden
Terme spiter auf der linken Seite absorbieren zu kénnen.

(iii) SchliefSlich muss der Stabilisierungsterm abgeschitzt werden. Es gilt mit Py = ipu —
Un:

S(u—ipu, ) = 8(B-V(u—inu), B-Vipy) — ed(Alu —ipu), B-Vip) + ad(u —ipu, B-Vipy)
< c18)|B - Vn||? + c(er) (6||[5 S V(u—1ipw)]|? + e28]|A(u — ipw)|* 4+ o®5|lu — ihuH2>.
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3 Transportstabilisierung

Die Konstante ¢; > 0 kann wieder beliebig gewéhlt werden. Nun gilt
8IIB - Vibn|* < 818 - Ven | + 8B - Viu—inw) | < llenlls + llu — tnull.
Zusammengefasst gilt somit
S(u— tnw, inu —un) < eallenlls +cifen)liu — inuly +cler)e®s V2w —inu)[*. (322)

(iv) Wir kombinieren (3.19)), (3.20)), (3.21)) sowie (3.22)) und erhalten bei Wahl von c; > 0
klein genug

llerll? < c(@)lw—tnull + ce?8| V2w — inw)||? 4+ ¢d Hlu — i)

Fiir die Dreifachnorm gilt bei der Interpolation mit Finiten Elementen von Polynomgrad
r>1:
|||u-_ihu|“<23 < ehQTHVT—O—luHQ + (XhQT—O—QHVT—l—luHZ 4 6|B|h2r”vr+1uu2

= h2*<e +oh? + 6|(3|) 1V L2,
Hinzu kommen die Terme
€28 V2 (1 — ipu) ||? < €20n?™ 2| vy 2,
sowie
5w — inu| < ¢85 Th2T2 v Ly |2,

Im Fall € < h folgt fiir 6 < h die gewiinschte Aussage. O

Die Stromliniendiffusion liefert fiir transportdominante Probleme, also im schwierigen Fall
€ < h eine Fehlerabschidtzung der Ordnung O(h"*2). Dabei bleibt in Transportrichtung 3
stets Kontrolle iiber die Ableitung erhalten. Die Stromliniendiffusion kontrolliert nicht die
Ableitung senkrecht zum Transport 3, “cross-wind” genannt.

Die Stromliniendiffusion ist eine der weit verbreitesten Methoden zur Stabilisierung der
Navier-Stokes Gleichungen im Fall grofSer Reynolds-Zahlen. Wir konkretisieren daher die
variationelle Formulierung, direkt in Verbindung mit einer entsprechenden Druckstabil-
isierung mit Hilfe der PSPG-Methode:

(v Vv, d) +v(Vv,Vd) — (p, V- d) +8(v- Vv, - V)
+0(—vAV+Vp —f,3- Vo) = (f, d)
(V-v, &)+ a(Vp,VE) + x(—VvAV+v-Vv—£f VE) =0.

Wesentliche Anteile der Stabilisierung dienen wieder nur dem Herstellen einer konsistenten
Formulierung. Im Falle der Navier-Stokes Gleichungen werden die Stabilisierungsparame-
ter «, d meist folgendermaflen gewdhlt:

h? h
Mwmm( )

)
v |V|oo

Fiir die sehr aufwandige Analyse verweisen wir auf die Literatur [[6]].
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3.2 Transportdominante Probleme

e) Lokale Projektionen Die numerische Oszillationen zeigen sich immer auf er fein-
sten Gitternskala. Man vergleiche hierzu die explizit hergeleitete Losung des eindimension-
alen Modellproblems. Die Methode der lokalen Projektionen setzt nun gerade auf dieser
feinsten Skala an.

Dafiir sei Vj, ein groberer Raum. Wir betrachten hier nur den Raum Vay,, also den Raum
mit gleichem Polynomgrad wie V},, jedoch auf dem Gitter (o1, mit doppelter Zellweite und
die Projektion 7ty : Vi, — Van. Diffusion in die Stromungsrichtung wird nun nicht voll
konsistent, sondern nur fiir den Projektionsfehler eingefiihrt:

S(w,¢) = > 8(B- V(un —mnun), B V(dn — mmdn))p.

KeQy

Durch diagonales Testen folgt sofort die Abschitzung:

Alun, un) + S(un, un) = lunlliig = €l Vunl® + ofun* + D> 8[IB - V(wn — mun)|*.
KGQh

Die Ableitung in 3-Richtung ist nun in einem schwécheren Sinne unter Kontrolle: Im Fall
Un € Vop gilt up — mrup = 0. Oszillationen werden somit nur auf der Ebene des feinsten
Gitters verhindert. Fiir die aufwéandige Analyse der LPS-Methode verweisen wir auf die
Literatur [5}l6]].

Wir skizzieren hier das Vorgehen. Fiir den Fehler gilt mit obiger Fehleridentitidt
I — i = Afw =, = un) + S(u— upu— up).
Wir fiigen eine Interpolation ein

e — wnllfs = Al — un, w—Tnw) + S(u—wn, u—Tnu)

=(I)

+ A(u—up, lhu—up) + S(u—up, [hu—uy)

=(11)

Die Methode ist nicht im strengen Sinne konsistent. Es gilt die gestorte Galerkin-Orthogonalitat

A(u—un, Up) + S(u—un, Pr) = F(n) — F(hn) +S(u,Py)
=0

Hiermit folgt aus dem Term (II)

(ID) = S{u, [hu—up) < Z 8B - V(u—mru)|x|IB - V((Inu — un) — mth (Inuw — un)) ||«
K

Wir gehen davon aus, dass 7t = Ion die Interpolation in das Grobgitter ist. Dann gilt fiir
den ersten Term

1B - V(u—Ionu)|| < c(B)(2N)"[VT || < 'R ||f]l 1 (q)-
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3 Transportstabilisierung

Den zweiten Term schitzen wir mit +u ab als

1B - V((Inu —up) — 7tn (Inu — un)) |k
<IB- V((u—un) —mn(u—un))[[x + [|B - V((u— Ihu) — tn (w— Inu)) ||k
<IB - V((u—un) —mn(u—un))|[x + [|B - V(u—Inu)|[k + [|B - V7tn (u— Inu) |k
<IB - V((w—up) —mtn(u—up))|x +¢||B - V(u—Iqu)|k,

wobei wir im letzten Schritt die Stabilitit der Projektion 7}, ausgenutzt haben. Dies er-
fordert unter Umstdnden die Verwendung eines speziellen Operators 7y, z.b. der Clement-
Interpolation. Sie Kapitel [4.1] Hier gilt wieder

c|B - Viu—Inu)|[x <ch'|[fllyr1k)

Zusammen gilt mit Young’scher Ungleichung

6 T
(<) S8 V((u—un) = mn(w—un)) g + D S [[f]3 1k
K K

Der erste Term wird links in der Norm |||u—uh|||12ps versteckt. Der andere Term hat die richtige
Ordnung (nach Ziehen der Wurzel bleibt O(h)).

Der verbleibende Term (I) wird wir im Standardfall mit Hilfe der Stetigkeit von A (-, -)+S(-, -)
und den Interpolationsabschdtzungen abgeschitzt. Bleibende Terme werden gegebenen-
falls links absorbiert.
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4 A posteriori Fehlerschatzung und
adaptive Finite Elemente

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der a posteriori Fehlerschitzung. Hier geht es zum
einen um die Frage, eine berechenbare Schranke ny, € R fiir den Fehler der Finite Elemente
Approximation angeben zu konnen:

U(U. - uh)| < nh(Qhauhv f)v

also eine Grofle 1y, welche bei Kenntnis des Gitters, der Losung und der Problemdaten
berechenbar ist. ] soll hier ein beliebiges Fehlerfunktional sein. Im Gegensatz zu a priori
Fehlerabschitzungen muss auf unbekannte Konstanten soweit wie moglich verzichtet wer-
den, d.h., zur Berechnung des Schitzers 1y, diirfen nur das Gitter Qy,, die Daten f sowie
die berechnete diskrete Losung uy, eingehen, nicht aber etwa die Losung u € H(I)(Q) oder
Konstanten welche nicht berechnet werden konnen (wie die Konstante des Spurlemmas,
der Interpolation, oder die Poincaré Konstante).

Der zweite Aspekt in diesem Kapitel ist die Berechnung von Fehlerindikatoren {nt}rcq, . Das
sind verteilte Grofien, welche den lokalen Fehleranteil angeben. Lokal kann hier bedeuten,
dass etwant den Fehlerbeitrag der Gitterzelle T € Oy, angibt, oder n; den Fehlerbeitrag des
Einzugbereichs einer Finite Elemente Basisfunktion. Solche lokalen Fehlerindikatoren sind
Grundlage von adaptiven Verfahren nach dem folgenden Muster:

1. Berechne diskrete Losung un € Vi,

2. Schiétze den Fehler ny,. Falls ny, < TOL einer vorgegebenen Fehlertoleranz, Abbruch.

3. Erstelle lokale Fehlerindikatoren {nt}vcq, und verfeinere das Gitter Qn, ﬂ Q. Weiter

bei 1 mit V{ auf Q.
Wir betrachten in diesem Abschnitt exemplarisch die Poisson-Gleichung;:

ueV:=H}(Q) (Vu, Vo) = (f, d) Vo eV, (4.1)
up eV CV (Vup, Von) = (f,dn) Vdn € Vi (4.2)
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4 A posteriori Fehlerschitzung und adaptive Finite Elemente

Figure 4.1: Definition der Patche. Links: Knotenpatch und “kleine Zellpatch” Py. Mitte:
“grofSer Zellpatch” Pt. Rechts: “kleiner Kantenpatch” P (hell) und “grofer
Kantenpatch” Pg (dunkel).

4.1 Die Clement-Iinterpolation

Der natiirliche Raum zur Analyse von elliptischen Differentialgleichungen ist der Sobolew-
Raum H{(Q). Der Makel der Knoteninterpolation ist die Verwendung von Punktwerten zur
Definition des Interpolationsoperators mittels Inv(ai) = v(ai). Diese Knotenfunktionale
sind auf H}(Q) nicht stetig definiert. Oft benotigen wir jedoch Interpolationen von Funktio-
nen mit dieser minimalen Regularitdt. Die Clement-Interpolation ist ein Interpolationsop-
erator welcher anstelle von Funktionsauswertungen lokale Mittelwerte verwendet. Diese
Mittelwerte sind als Funktionale auf dem H' beschrénkt. Wir definieren:

Definition 83 (Patch). Sei Qy, ein strukturrequlires Gitter. Fiir jeden Knoten a € Qy, jedes
Element T € Qy, und jede Kante £ € Qy, definieren wir den Knotenpatch P, € Qy,, die Zellpatche
Pt € Oy und Pt € Qy sowie die Kantenpatche Pg € Qp und Pg € Qy,

Po = U T

TEQh, XiET

PT = U T/,

T'eQy, IEEQL, E=TNT/

IST = U Pa,

P €EQy, a€T
— /
Pe= |J T
T'€Qn, ECT’
Pe= |J Pa
PaEQh,QEE

In Abbildung zeigen wir ein Beispiel solcher Patche. Zur Definition des Clement-
Interpolationsoperators C, : V. — Vj, werden nun anstelle von Punktwerten v(a) Mittel-
werte iiber die Knotenpatche P, verwendet. Diese Funktionale sind auf dem V = H}(Q)
beschrankt.
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4.1 Die Clement-Interpolation

Lemma 84 (Clement-Interpolation). Es sei Q, ein form- grifien- und strukturregulires Gitter.
Dann gibt es einen stetigen linearen Operator Cy, : V. — Vy, in den Raum der linearen Finiten
Elemente mit den folgenden Eigenschaften:

1
[v—=CnvlL2m) < chrl[VVli2p,),  [IV—ChVlli2e) < chg[VV|(25,) VWVEV = Hy(Q).
Proof. Wir definieren zunéichst die Knotenfunktionale der Clement-Interpolation. Fiir jeden
Knoten x; € Qy, sei:

e v(ix)dx xi € 0Q
K L2(Pa) S R, xily) = | P I i
0 Xi € 00

Diese Knotenfunktionale sind linear, auf L?(Q) und also auch auf V = H{(Q) beschrénkt.
Nun sei ISX ein Referenzpatch. Hier gilt:

PR 1 N 1a N

IXi(V)| = AJA vdx < c||v||f,x.

‘PX| Px

Weiter sei Ty, : Py — Py, mit det(VTy) = [Py,| = O(h?) und ||VTy, |lee = O(h;). Dann gilt:
b =X T2,y <P = X2,

Weiter mit dem Bramble-Hilbert-Lemma und Riicktransformation:

v =X WlIE2(p, ) < PPeomt[VIIE < comthfVVIE2p -

(if) Wir definieren die Interpolierende als:

Chv(x) = Z Xi(v)(b}(f)(x) Vv e V.

Xi€EQn

PERIIN

XiET

Fiir die Knotenbasis gilt

L,
da die Interpolation auch in den Randknoten definiert ist. Weiter folgt mit || (1)£Li ) Loy < 1

v—Crvlr={v[ > o | = > xivey

X1€T XiET T
<D Nv=xe v < X Iv=xiWllp,, < X conthi]| VVllp,,
XiET XiET XiET

< conVe(Mhr|| V|5,

mit ht = diam(Pt) und ¢(T) der Anzahl der Zellen in einem Patch. Aus der Formregularitat
des Gitters folgt c(T) < ct gleichméfiigin h — 0. Die Abschdtzung des Interpolationsfehlers
auf der Kante folgt entsprechend durch geeignete Transformation auf die Referenzkante.

O
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4 A posteriori Fehlerschitzung und adaptive Finite Elemente

Die Clement-Interpolation wird H!-stabil genannt. Es gilt:

Lemma 85 (H!-Stabilitit der Clement-Interpolation). Auf einem form-, groflen und struktur-
regulirem Gitter Qy, folgt fiir die Clement-Interpolation:

IVCnv|Lz(T) < c[[VV]3,-

Proof. Die Knotenfunktionale sind H!-stabil. Deswegen kann auf gleichem Wege die H!-
Fehlerabschdtzung hergeleitet werden:

V(v —CnV)llLz(1) < 1l V][5, -

Dann gilt:
[VCv[[r < [[V(Vv = Cu)[[r + [|VV]lT.

Hieraus folgt die Behauptung. O

4.2 Residuenbasierte Fehlerschatzer

Ziel von a posteriori Fehlerschitzern ist es, berechenbare Grofsen herzuleiten, die eine Ab-
schdatzung des Diskretisierungsfehlers liefern. Dies bedeutet insbesondere, dass die un-
bekannte Losung u € V = H}(Q) nicht eingeht. Ein zentraler Begriff ist das Residuum,
dhnlich dem Defekt d(x) = b — Ax bei linearen Gleichungssystemen.

Definition 86 (Residuum). Das Residuum der Gleichung (4.1)) an der Stelle uyn, € Vy, ist ein
Funktional Ry, : V — R:

Ry (un)(d) = (f, ) — (Vun, Vo) Vo e V.

Das Residuum steht im engen Zusammenhang zum Fehler e}, := u—uy, der Finite Elemente
Approximation:

Lemma 87 (Residuum). Das Residuum Ry, (-) ist ein stetiges lineares Funktional auf V. Ist uy, €
Vy, Losung von (4.2]) und w € V Losung von (4.1)) so gilt:

Ru(up)(pn) =0 Von €V (4.3)
[Vu—un)liz(q) = IRn(un)l/-1, (4.4)
mit der Dualnorm
R (un)(¢)

R (un)||—1 := sup ———.
vev IV
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4.2 Residuenbasierte Fehlerschitzer

Proof. (i) Wir zeigen zundchst, dass das Residuum ein stetiges lineares Funktional ist. Es
gilt:

Ru(un) (@)l = [(f, &) — (Vun, VO < [If[ [l + [Vunl[ [V < (cpllfll + [Vun DIV,
mit der Poincare-Konstante c,. Fiir uy, € Vi, fest gilt also Ry, (uy) € V*.
(if) Fiir die diskrete Losung up € Vi, gilt:
Rh(un)(dn) = (f, dn) — (Vup, Vén) =0 Von € Vh.

Gleichung (4.3)) folgt also unmittelbar aus der Definition des Residuums und der diskreten
Losung uy,.

(iii) Fiir die Losungen u € Vund up € Vi, C V gilt:
Ru(un) (@) = (f,d) — (Vun, Vo) = (Vu— Vuy, ¢) = (Ven, Vo). (4.5)
Das heifst, fiir die Dualnorm des Residuums folgt:

(Ven, Vo) o [Venll |V

Ru(un)|l-1 = sup ——=+— < sup = [[Ven].
It = 30 TTwer <3 ver Ve
Umgekehrt gilt mit (4.5)):
Rn(un)(e
[Venl2 = Rufun)(en) = SRR G, ey | R (un) 1.
IVenl
Die letzten beiden Ungleichungen ergeben (|4.4)). O

Die Dualnorm des Residuums ist also eng mit der Energienorm des Fehlers verwandt. Ist
Un € Vi bekannt, so kann fiir jede gegebene Grofie ¢ € V auch das Residuum berechnet
werden. Es ist im Allgemeinen jedoch nicht moglich die Dualnorm ||Ry, (un)||—1 zu berech-
nen. Stattdessen leiten wir Abschdtzungen fiir diese Dualnorm her. Zunachst definieren
wir als Hilfsgrofsen:

Definition 88 (Kantensprung). Sei up € Vi, und E € Qy, die Kante einer Zelle T € Qy. Wir
definieren den Kantensprung iiber die Normalableitung:

nr, - Vun|p, + 1, - Vu ECTinT, T #T
Me - Vupl =4 h‘Tl T2 h‘TQ 1NTe, Ti#T
0 ECoQ,
wobei nt, die bzgl. T; nach aufSen gerichteten Normalvektoren sind. Da nt, = —nr, gilt folgt:

Ime - Vup]| = ng - (Vuh|T1 - vuh’E)"

bei beliebiger Wahl von ng = nr,.
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4 A posteriori Fehlerschitzung und adaptive Finite Elemente

Lemma 89 (Residuenbasierter a posteriori Fehlerschitzer fiir den Energiefehler). Es seiu €
V Losung von (4.1)) sowie up, € Vy, die lineare Finite Elemente Approximation gemdif$ (4.2]). Dann
gilt fiir den Fehler ey, :=u —up,

1

2

IVenl| <enn, mne=| Y (oF+ Y 08)] ,
Teq, EcdT

mit den Zellresiduen pt und den Kantenresiduen pg:

11
p1 = hr|fll2(1), pE:= 5}‘1%:”[“E Vunlllez(e)

Proof. Es gilt mit Satz[87|fiir die diskrete Losung u:
[Venlliz(a) = [IRn(un)|-1-
Nun seien ¢ € V sowie ¢, € V}, beliebig. Dann gilt mit (4.3)

Ri(up)($) = Ru(up)(d — dn) = (f, & — dr) — (Vup, V(b — dn))
£ — dn) dx — L Vitn - V(b — dn) dx>

(
o

ol\’l ol\’l

(f + Aun)(d — ¢h)dx—LT(nT Vun)(d - qah)ds)

T

= Z < f(p—dn)dx Z J nE'vuh]((b_q)h)dS)-
el oT

EcoT

Es gilt Auy, ‘ + = 0 wegen der Linearitdt der Losung uy,.

An dieser Stelle schidtzen wir mit Cauchy-Schwarz weiter ab:

1
Ri(un) ()] < Z <||f||L2(T) b — bnllrzr) + Z §H[ﬂg “Vunl|lezelld — ¢h||L2(E)>

TeOQn EcoT

Wir wollen aus den Termen ¢ — ¢y, positive Potenzen in der Gitterweite h gewinnen. Die
Funktion ¢ nimmt Werte aus V := H}(Q) an, verfiigt im Allgemeinen jedoch nicht iiber
hohere Regularitat. Wir diirfen daher nicht mit dem Ansatz ¢y, := Iy ¢, also der Wahl von
¢n als der Knoteninterpolation von ¢ weiter rechnen. Denn diese Knoteninterpolation ist
im H}(Q) nicht definiert. Stattdessen wihlen wir mit ¢y, := Cr,$ die H!-stabile Clement-
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4.2 Residuenbasierte Fehlerschitzer

Interpolation aus Satz[84 und erhalten:

1 1
Ru(un)(®) < > (thT|f|TW¢||f>T+ > 2clh%|HnE-Vuh]|||rvq>|ﬁE>
TeOy E€oT
2 2
<cr | Y (pF+ Y o?) Y IVelE + D IVl
TeOy E€dT TeQn E€Qp

2

<crer Z (o7 + Z g) | IVdla-

TeQy EcoT

Die Konstante ct beschreibt den Uberlappungsgrad der Patche Pt sowie P¢. Aus der Form-
regularitit des Gitters folgt, dass ct unabhéngig von h eine kleine Konstante ist. Aus Satz[87]
und der Definition der Dualnorm folgt die Behauptung. O

Um den vorgestellten Energiefehlerschdtzer auswerten zu konnen muss die rechte Seite f
vorliegen. Dariiber hinaus miissen die Kantenspriinge berechnet werden. Die Zellresiduen
p1 = |If + Aun||T (mit Aup, = 0 auf jedem T) messen das Residuum der klassischen For-
mulierung der Poisson-Gleichung —Au = f. Die Kantenspriinge messen die Glattheit der
diskreten Lésung. Fiir u € C(Q), also fiir stetige Differenzierbarkeit iiber die Elementkan-
ten hinaus gilt pg (u) = 0.

Als Unbekannte gehen in den Fehlerschitzer die Konstante der Clement-Interpolation cp
sowie die Konstante ct ein. Die Konstante ct kann fiir ein gegebenes Gitter berechnet wer-
den. Sie misst lediglich den Uberlappungsgrad der Patche P¢. Die Konstante der Clement-
Interpolation kann nur in Spezialfallen bestimmt werden. Ublicherweise muss eine Schiatzung
cr ~ 0.1 — 1 vorgenommen werden.

Der Fehlerschitzer eignet sich nun fiir eine Schatzung des Energiefehlers, es gilt:
[Ven|| < cmn(Qn, un, ).

Weiter konnen wir einfach zellweise Fehlerindikatoren definieren

1 1 2
nri=(pT+ ) pE)? = (h%llfTH%JrQ > hEH[nE-Vuh]II%> ; (4.6)
EcoT EcoT

und diese zur Verfeinerung des Gitters verwenden. Algorithmen zur Verfeinerung des Git-
ters werden in einem folgenden Abschnitt vorgestellt. Idee ist, solche Elemente T in kleinere
Elemente aufzuteilen, welche einen grofien Fehlerbeitrag nt haben.

Wir haben bisher eine Abschédtzung ||Vey|| < cnp, also eine obere Schranke fiir den Fehler
bewiesen. Diese Abschidtzung ist wichtig, um die Genauigkeit der Losung zu garantieren.
Soll der Fehlerschitzer jedoch zur Verfeinerung des Gitters verwendet werden, so muss er
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4 A posteriori Fehlerschitzung und adaptive Finite Elemente

in gewissem Sinne “scharf” sein. D.h., wir benétigen ferner eine umgekehrte Abschidtzung
der Art:

ciMn < || Ven|| < conn.

Ein Fehlerschétzer mit dieser Eigenschaft wird effizient genannt. Wenn diese Abschitzung
nicht gilt, so ist es moglich, dass die lokale Gitterverfeinerung ineffizient verfeinert, dass
also Bereiche verfeinert werden, welche keinen wesentlichen Fehlerbeitrag haben.

Wir benotigen als Hilfsatz eine spezielle Spurabschétzung;:

Lemma 90. Auf jedem Element T € Qy, gilt

lanvllizom) < ¢ (R¥AVilzim) + R # [ Vvliziq)) v e HA(T).

Proof. (i) Zunéchst sei T ein Referenzelement. Hier gilt mit der Spurabschitzung:
10nVll57 < cl[Vllyz ()

Mit der elliptischen Regularitit folgt dann

10nVllg3 < cl¥llyzr) < ces ([AV]5 + [V
S

(i) Es sei v € R der Mittelwert von ¥ auf T. Dann gilt mit der Poincaré Ungleichung:

||an‘7||a? = ||an({" _\7)||a'i'

<clo—llpe iy < © (||A(o s+ 19—

+) <c (1895

(iii) Jetzt sei Tt (X) = B1X+b7 die affin lineare Referenztransformation. Es gilt mit det(VTy) =
O(h?), det(VTT}aT) = O(h) sowie ||B1||cc = O(h):

HanV||L2 oT) = chh™ QHanVH]_z o) < ch'([|AD ~2f+ ||@\A’||%)
=ch ' (h 2 h?|Av|% + h 2 h?||Vv|T)

= c(h[|Av][F + Tt v]T).

Jetzt beweisen wir:

Lemma 91 (Effizienz des Energiefehlerschétzers). Seien uw € V und uy, € Vy, Ldsungen der
Poisson-Gleichung. Auf einer Folge von formreguliren Triangulierungen Qy, ist der Energiefehler-
schitzer asymptotisch exakt:

h < c||[Ven| + ch]/f|.
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4.2 Residuenbasierte Fehlerschitzer

Proof. Es ist:

ni =Y (hIflF +hrl@nunl|3r) -
TeOn

Fiir die Losung u € H?(Q) gilt auf jeder Kante [0, ulg = 0. Also mit Hilfsatz
lonunlllzr = Onenlll3r < 2llPnenll3r < c(hfjAen|T +h|[Ven|7)
Esist ||Aen||T = ||f + Aun||T = ||f||T. Also:

n2<c Y (RHIFIF +h3IE + I Venl?) =l Venl + ch?[fll2(q).
TeOQy

O

Weiter kann bewiesen werden, dass bei der Verwendung von linearen Finiten Elementen
die Sprungterme in den Fehlerindikatoren {iberwiegen, dass also gilt:

Lemma 92 (Dominanz der Spriinge). Fiir den Fehler der linearen Finite Elemente Approximation
qilt fiir rechte Seiten f € H1(Q)

IVenll <c | > hellme-Vunllfze, | + | D hIVE2p,
EeQy Xi€Qp

[N
[N

Der zweite Term konvergiert mit zweiter Ordnung in Bezug auf die Zellweite h, ist also
asymptotisch zu vernachldssigen. Erstaunlicherweise dreht sich die Dominanz der lokalen
Fehlerbeitrage stets um. Bei quadratischen Finiten Elementen tiberwiegen die Zellbeitrage.

Es stellt sich im folgenden wieder die Frage nach der Schitzung des Fehlers in anderen
Fehlerfunktionalen, etwa in der L2-Norm. Dies erfordert wieder den Aubin-Nitsche-Trick:

Lemma 93 (A posteriori Fehlerschitzer in der L2-Norm). Fiir den Fehler der linearen Finite
Elemente Approximation gilt auf formrequliren Gittern die a posteriori Abschitzung:

1
w—unlzioy<c| D [hHIfIE, + 5 > hillne - Vunlllf g,
TeQy EET

Proof. (i) Wir betrachten das duale Problem
zeV:i (V) Vz) = (en,d)llen] ™, —Az=enlen]™,

mit einer dualen Lésung z € H?(Q) und mit ||z| 42 q) < ¢s[|Az] = cs.

(ii) Es gilt:
Rh(un)(¢) = (Ven, Vo) Vo € V.
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4 A posteriori Fehlerschitzung und adaptive Finite Elemente

Also fiirz = ¢
Rr(un)(z) = (Ven, Vz) = |len]|12(q)-
Weiter gilt mit der Galerkin-Orthogonalitdt und Einschub der Knoteninterpolation:
lenll = (Ven, V(z —Inz)) = (f,z — Inz) — (Vun, V(z — Inz)).
Durch partielle Integration auf jeder Zelle T € Qp, entstehen wieder Kantenterme
llen|| = Z (J f(z—1Inz) dx—J neg - Vup - (z — Ihz) ds> ,
TeQy T or

welche wir zu Spriingen zusammenfassen konnen:

lenll = > (L(HAuh) (z—Thz)dx— )_ ;JGT[nE'VUh]‘(Z—IhZ)dS>

TeQn EeoT

Da z € H2(Q) gelten die Interpolationsabschitzungen auf jeder Zelle und auf jeder Kante
und zusammen mit der Stabilitit der dualen Losung ergibt sich

3 3
|z — Inz||t < c1h3||V%2|| < cresh, ||z — Inzlle < c1hE[|Viz|p, < crcshi.

Weiter mit Cauchy-Schwarz:

1 3
lenll <er 3 (h%ufHT||v2zuT+ > Qhér[nE-Vuh1||uv2zupE>
TeOy EeoT

1
2
1
S crcser ( > (hﬁfoH%ﬂL > §h%||[ng : Vuh]%>> IV%2]l L2 (q)-

TeEOQ, EcdT

Die Aussage folgt unter Verwendung der Stabilitdtsabschidtzung fiir die duale Losung. [

4.3 Der dual gewichtete Fehlerschatzer

Bei technischen Simulationen stellt sich oft die Frage nach einer guten Approximation von
speziellen Funktionalwerten. Das kann in der Strukturmechanik etwa die Spannung in
einem Punkt sein, in der Stromungsmechanik die Kraft, die auf ein umstromtes Objekt
wirkt. Fiir solche Funktionale ist die Schdtzung des Fehlers in globalen Normen nur von
geringem Interesse. Die Aubin-Nitsche Trick erlaubt, den Fehler in beliebigen linearen Funk-
tionalen mit Hilfe einer dualen Losung darzustellen. Mit der Lésung z € V des dualen
Problems

(Vo,Vz) = (),

zu einem gegebenen Fehlerfunktional gilt wie im Beweis zu Satz

J(en) = Rn(un)(z). (4.7)
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4.3 Der dual gewichtete Fehlerschiitzer

Zur Herleitung von a priori Fehlerschidtzern und auch bei der a posteriori-Schitzung des
L2-Fehlers haben wir die duale Losung z stets mit Hilfe einer Stabilitdtsabschitzung gegen
die entsprechende Rechte Seite (welche a priori bekannt ist) abgeschitzt. Fiir allgemeine
Funktionale ist dieser Zugang oft nicht moglich.

A posteriori Fehlerschitzer nutzen zur Schiatzung des Fehlers die numerische Approxima-
tionen uy, € Vi der Losung u. Fiir allgemeine Fehlerfunktionale wollen wir nun auch eine
diskrete duale Losung z, € V}, verwenden. Das Duale Problem ist also nicht mehr nur ein
mathematisches Hilfskonstrukt, es wird numerische approximiert und die Losung zy, geht
in die Fehlerschitzung ein:

Lemma 94 (Dual gewichteter Fehlerschédtzer). Sei ] € V* ein beschriinktes lineares Fehlerfunk-
tional. Fiir die Finite Elemente Approximation der Poisson-Gleichung gilt die Fehleridentitit

Ju—un) = Y {L(H—Auh) (z—Tnz)dx— Y ;J

Me - Vupl - (z — Inz) ds}, (4.8)
TeQn EcoT “7E

mit der Lésung z € V des dualen Problems
(Vo,Vz) =]J(d) VoeV,

sowie die Fehlerabschitzung

Ju—un)l< D) M1, M7= pTWT 4 paTWar (4.9)
TEQh

mit den Zell- und Kantenresiduen pt bzw. paT sowie den Zell- und Kantengewichten wr und
woT.

1. -1 1
pr:=[If+Aunfr,  por:= She?lIn-Vunlllor,  wr:=[lz=Inzlr,  wor =hillz—Inz[ar.
Proof. Die Fehleridentitit folgt mit der Galerkin-Orthogonalitit sofort aus (4.7)

Jen) = (Ven V(z—Tnz) = 3 {[ £+ 8un) (zInz)dx— |
TeQ, T

ng - Vup - (z—Inz) ds},
oT

und Ubergang zu den Sprungtermen. Abschitzen mit Cauchy-Schwarz liefert
1
[Ju—un)l < Z (IIf + Aup|[7 ||z — Inz|]T + §H[Tl -Vunl|lot Iz — InzlloT)
TeQy
die Fehlerabschdtzung mit den lokalen Fehlerindikatoren. O
Diese Fehleridentitdt ist noch kein a posteriori Fehlerschitzer in dem Sinne, dass er ohne
unbekannte Grofien auswertbar ist. Die duale Losung z € V ist im Allgemeinen nicht

verfiigbar. Um den Fehlerschitzer auswerten zu konnen muss der Interpolationsfehler z —
Iz approximiert werden.
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4 A posteriori Fehlerschitzung und adaptive Finite Elemente

Numerische Approximation Zunichst wire es naheliegend, die duale Losung zy, €
V4, durch einen Finite Elemente Ansatz zu diskretisieren

(Von, Vzn) =J(dn) VYVon € Vi,

und als Approximation z = zj, aufzufassen. Wegen zy, € Vi, und Satz 87| gilt jedoch

R (un)(zn) =0,

und auf diese Weise ldsst sich keine Fehlerapproximation erstellen. Alternativ kann das
duale Problem in einem Raum hoherer Ordnung V}(l*) berechnet werden

(Von, Vzi) =J(bn) Von € VY,

welcher echt grofser ist als der diskrete Raum Vy,. Dann kann z = z;, approximiert werden
und der Fehlerschitzer ist auswertbar. Es gilt:

Lemma 95 (Fehlerapproximation hoherer Ordnung). Seiuy € V}(Ll) die lineare Finite Elemente

Approximation der Poisson-Gleichung. Sei ] € V* ein Fehlerfunktional und durch z;, € V}(LQ)
die quadratische Finite Elemente Approximation der dualen Losung. Im Fall z € H3(Q) ist der a
posteriori Fehlerschiitzer

* * * 1 * *
ny = Z {L f(zr, — Inzp) dx — Z 2 JE[“E -Vunl - (z1, — Inzy) ds} .
TeO, EcdT
auf einer Folge von grofienrequliren Gittern asymptotisch effizient:

My
[J(en)]

=1+ 0(h).

Proof. (i) Wir wollen zeigen, dass der Fehlerschétzer schneller gegen den Fehler konvergiert
[J(en)—n7,| — Oals der Fehler J(ey,) — 0 selbst. Bei der linearen Finite Elemente Approxima-
tion ist die optimale Konvergenzordnung eines linearen beschriankten Funktionals O(h?).

(i) Es gilt mit der Fehlerabschitzung aus Satz

* * 1 *
Jlen) =il < ) {HfITHZZhIIT+ D 2H[nE-VurJllEIIZZhIE}

TeOQn EcoT

Auf jeder Kante E nutzen wir das lokale Spur-Lemma:

_1 1
Ivlle < e(h™z[lvllpe +h2[[Vv]lpe).
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4.3 Der dual gewichtete Fehlerschiitzer

Dann gilt:

Jen) —nil < > {fllrllz—znlr+
TeQn

5 1 * *
ch—t 3 e - Vunlle (2 — Zh e +h\|V(z—zh)||PE)}
Ee€oT

< fllezca) lz — zhlliz(o)
2
+cre ( Z h e - Vuh”%) (lz—zflli20) + hIV(z—zi) 12 (q)) -
EcoT

Fiir die quadratische Finite Elemente Approximation der dualen Losung gelten die a priori
Abschdtzungen:

lz = Zill < eh?([V32]l,  [[V(z —2z0)I| < ch?|[ V2.

Mit diesen folgt:

1

2
_ 1
J(en) =il < crh®{ [flli2(q) + creh 2(2 ||[nE-VuhH%_) IVl 2 (0-
E€oT

(iii) Es bleibt, die Beschranktheit der Spriinge nachzuweisen. Hierzu betrachten wir eine
Kante E € Qy zwischen Ty, To € Qy,. Mit der Schreibweise 0, :==n - V gilt:

anEuh‘Tl — anEuh|T2 . hanEu‘Tl — anEu‘

Ta 2
- A o 2 hanEu‘E.

[nE'vuh] = anp_uh‘Tl_anEuh}TQ =

Der Kantensprung tiber die Normalableitung verhilt sich also wie die zweiten Ableitungen
der Losungen. Diese Abschitzung setzt voraus, dass die Ableitungen der diskreten Losung
un lokal eine gute Approximation der Ableitung von u sind. Auf reguldren Gittern lasst
sich eine solche Abschdtzung beweisen (Super-Approximation). Zusammen gilt:

* 1
Jen) =il < it {[1flliz() + ereh? ullye o) | 1922

Der Abstand zwischen Fehler und Schatzwert konvergiert mindestens eine Ordnung besser
als der Fehler selbst. O

Durch die numerische Approximation des dualen Problems mit einer erhthten Genauigkeit
kann der Fehler asymptotisch effizient geschétzt werden. Dieses Vorgehen ist jedoch im
Allgemeinen nicht zu rechtfertigen, bedeutet es doch, dass zum Schitzen des Fehlers ein
hoherer Aufwand betrieben werden muss als zur Losung des eigentlichen Problem selbst.
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4)1(11) 47}(12] ¢$l3)

e
h

H=2h

Figure 4.2: Lineare und quadratische Basisfunktionen, sowie diskrete Interpolation in den
Raum hoherer Ordnung.

Numerische Interpolation Eine weitere Idee zur Konstruktion von auswertbaren
Fehlerschitzern ist eine nachtrdgliche Rekonstruktion einer dualen Losung hoherer Ord-
nung. Zundchst wird z, € Vj, aus dem gleichen Finite Elemente Raum der Losung un € Vi,
berechnet. In einem zweiten Schritt wird die Losung zj, in einen Raum von hoherer Ord-
nung interpoliert:

I Vi — V)

Hier bietet sich zum Beispiel der Raum V2($1) an, der Raum der Finiten Elemente vom dop-
pelten Grad auf dem doppelt so groben Gitter. Dieser Raum teil sich die gleichen Knoten
wie der Raum Vj, und es gilt fiir die Knotenbasis-Funktionen

b (%) = bop (x5) = 8y

Somit hat die Interpolierende die einfache Darstellung:

N
o i
Fun = Z q)éh)’lui.
i=1

In Abbildung[4.2] ze1gen wir auf einem (eindimensionalen) Gitter einige stiickweise lineare
Testfunktionen d)h Y sowie in den gleichen Gitterknoten die stiickweise quadratischen Test-
funktionen auf dem Gitter mit Gitterweite H = 2h. Rechts in der Abbildung wird die Inter-
polation einer diskreten Funktion in diesen Raum hoherer Ordnung gezeigt.

Der Fehlerschéitzer ist auswertbar als
1
L = Z {J f(Izn —zn) dx — Z 2J ne - Vunl - (Iizh — zn) ds} ) (4.10)
T E

TeOn EeoT

Die Effizienz dieses Fehlerschétzers hiangt nun an der Frage, in wie weit I} z}, eine bessere
Approximation zu z ist als zy, selbst. Wir benétigen eine Abschédtzung der Art:

Iz = Tnzll < chllz — zn .

Eine Rechtfertigung fiir eine nachtrédgliche Verbesserung der Losung kann wieder durch
das Konzept der Superapproximation geschehen. Bei gewisser Gitterregularitit kann gezeigt
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werden, dass die Finite-Elemente Losung in den Gitterpunkten mit hoherer Ordnung kon-
vergiert. Bei linearen Finiten Elementen gilt zum Beispiel falls f € Cl(Q) auf gleichméafiigen
Tensorproduktgittern eine Abschédtzung der Art

lu(xi) — un(xi)l = o(h?) fiir Gitterpunkte x; € Q.

Diese hohere Ordnung kann dann genutzt werden, um iiber eine Interpolation global bessere
Genauigkeit zu erreichen. In der praktischen Anwendung ist der Fehlerschétzer
hochst erfolgreich. Die Berechnung des dualen Problems ist “billig” und zum Auswerten
muss lediglich die diskrete Losung zy, mit anderen Basisfunktionen dargestellt werden.

Abschatzung der Interpolationsfehler Falls nicht die Fehleridentitt (4.8)), son-
dern nur die Abschédtzung in Form numerisch ausgewertet werden muss, so gilt es,
die Residuen

1,1
pT = ||f + AunllT, pot = §h 2| - Vunl|laT,

und die Gewichte
1
wt = ||lz—Inz|T, wot =h2|z—Inz[t

zu berechnen. Die Residuen konnen mit der vorhandenen diskreten Losung un € Vi

unmittelbar ausgewertet werden. Bei den Gewichten wird zunéchst die Interpolationsab-

schiatzung im Raum V}(Lm_l)

vom Grad m — 1 genutzt:
1
|z — Inz||T + 2|z — Inz|lot < cth™||V™z|p,.

Die m-ten Ableitungen von z kdnnen durch Differenzenquotienten approximiert werden:

1
wT 4+ wa; < cth™||V™zllr = cth™[TI2|[VE zh|T 00-
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4 A posteriori Fehlerschitzung und adaptive Finite Elemente

Figure 4.3: Drei verschiedene Methoden zur Verfeinerung des Gitters. Rechts oben: Ver-
feinerung mit neuen Inneren Knoten. Links unten: Verfeinerung mit Hilfe von
Anschlusselementen. Rechts unten: Verfeinerung mit Hilfe von hingenden Knoten.
Hier entstehen vier hingende Knoten.

4.4 Adaptive Gitterverfeinerung

Bei einem adaptiven Finite Elemente Verfahren werden die Fehlerindikatoren genutzt, um
mit Informationen tiber die lokale Verteilung der Fehler die Triangulierung anzupassen und
um dort die Diskretisierungsgenauigkeit zu erhhen, wo der Fehler entsteht. Hierzu gibt es
zwei alternative Optionen. Beim Remeshing wird mit Hilfe der Fehlerindikatoren ein kom-
plett neues Gitter erzeugt. Hierzu wird zunéchst eine Dichtefunktion H(x) erzeugt, welche
angibt, welche Gitterweite in welchem Bereich des Gebiets realisiert werden soll. Im An-
schluss wird ein neues Gitter mit einem Gittergenerator erzeugt.

Wir betrachten hier ausschliefilich die Gitterverfeinerung. Bei dieser Methode wird mit Hilfe
der Fehlerindikatoren (n1}1cq, das Gitter Qp zu einem neuen Gitter Qf, verdndert. Dabei
konnen entweder Elemente von Oy, zusammengefasst werden, wenn ihr Indikator-Beitrag
zu dem Gesamtfehler zu vernachldssigen ist, oder aber Gitter-Elemente T € Q} werden
verfeinert, also in kleinere Elemente aufgeteilt.

In Abbildung |4.3) zeigen wir einige Methoden zur Verfeinerung von Dreiecks-Gittern. Bei
der Gitterverfeinerung ist darauf zu achten, dass die Sequenz von Gittern Qy, fiir h — 0
immer noch gewissen Regularitdtsbedingungen gentigt:

112



4.4 Adaptive Gitterverfeinerung

GroBenregularitat Die Groflenregularitit, also die Forderung

max ht < ¢ _min hry,
TeQy TeQy
kann sicher nicht mehr beibehalten werden. Denn das Ziel der lokalen Gitterver-
feinerung ist es gerade, lokal angepasste Diskretisierungen und somit Elemente zu
Verwenden. Die tiblichen a priori Abschédtzungen fiir den Fehler und die Interpola-
tion lauten z.B.:
19 (= un)l| < chmalIf],

mit der maximalen Gitterweite hpmax. Abschédtzungen dieser Art verlieren bei adap-
tiven Finiten Elementen ihre Aussagekraft, da der Gesamtfehler nicht von der maxi-
malen Gitterweite abhdngt, sondern von der optimalen Verteilung.

Formregularitat Die Formregularitit ist wesentlich fiir die Herleitung von lokalen In-
terpolationsabschédtzungen und darf nicht durch lokale Verfeinerung verletzt werden.
Bei der Aufteilung eines Dreiecks in kleinere Dreiecke muss darauf geachtet werden,
dass die Innenwinkel weiterhin nicht gegen 0 oder 180 Grad gehen.

Strukturregularitat In Abbildung |4.3|ist oben rechts eine Methode der Verfeinerung
dargestellt, welche die Struktur-Regularitit erhélt. Bei dieser Verfeinerung degener-
ieren allerdings die Dreiecke und verletzen die Formregularitét. Bei den beiden Meth-
oden in der unteren Zeile wird die Formregularitdt gewahrt, die vier neuen Dreiecke
haben die gleichen Winkel wie das grofie. Durch das Einfithren von zus&tzlichen
Knoten auf den Eckpunkten wird jedoch die Strukturregularitét verletzt.

Unten links wird die Verwendung von sogenannten Anschlusselementen gezeigt. Die
angrenzenden Elemente werden verfeinert, diese Verfeinerung wird jedoch zurtickgenommen,
falls diese Elemente selbst verfeinert werden sollen. In Abbildung (4.4 werden zwei
Verfeinerungsschritte bei der Verwendung von Anschlusselementen gezeigt. Im zweiten
Schritt werden Anschlusselemente aufgelost, bzw. modifiziert.

Bei der Methode unten rechts bleibt die Strukturregularitit verletzt. Die neuen Knoten
auf den Ecken sind sogenannte hingende Knoten. Diese Knoten sind nicht echte Frei-
heitsgrade der Triangulierung sondern werden durch den Mittelwert der beiden an-
grenzenden Eckknoten ersetzt.

Ziel der Gittersteuerung ist es mit Hilfe von auswertbaren Fehlerindikatoren das Gitter, also
die Diskretisierung, zu verfeinern, so dass der Gesamtfehler moglichst effizient reduziert
wird. Wir wéhlen als Beispiel die Darstellung (4.9)

Mhi= ) N1, 7= pTWT,
TeQy,

welche bereits in lokalisierter Form vorliegt. Verfahren zur Gittersteuerung miissen nun
solche Elemente T € Qy, des Gitters wihlen, welche einen grofien Beitrag zum Gesamtfehler
haben.

Folgende Leitideen liegen jeder Gitteradaption zu Grunde:
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Figure 4.4: Verfeinerung bei Verwendung von Anschlusselementen.

1. Wenn ein Element T € Qy, verfeinert wird, so werden auch alle Elemente mit T’ € Qy,
mit einem grofleren Indikatorwert 1/ > nt verfeinert.

2. Es wird versucht, ein Gitter mit ausbalancierten Indikatoren zu erreichen:

nr =nm VTaT/7€ Qh'

3. Wenn die Fehlerindikatoren balanciert sind, so wird global, also das ganze Gitter ver-
feinert.

Im Folgenden stellen wir einige Methoden zur Gitterverfeinerung vor. Dazu seien n; fiir
i=1,...,N die Fehlerindikatoren absteigend sortiert, also mit n; > ni4:

Fixed Number Es werden die p% der Elemente mit hochsten Fehlerindikatoren verfein-
ert.

Fixed Fraction Es werden diejenigen Elemente mit hochsten Fehlerindikatoren verfein-
ert, die zusammen p% des Gesamtfehlers ausmachen.

Balancierung Es werden alle Elemente Verfeinert, deren Fehlerindikator tiber dem Mit-
telwert liegt.
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Figure 4.5: Umstromung eines Hindernis.

Ein numerisches Beispiel In einem Kanal Q C R? soll die Strémung um ein Objekt
mit Rand I, berechnet werden. Die Konfiguration ist in Abbildung[4.5|dargestellt. Ziel der
Berechnung ist es, den Stromungswiderstand des Objektes zu Berechnen. Dieser ist durch
ein lineares stetiges Funktional gegeben:

J(v,p) :J vii-Vv.e; —np- €1 ds,
wobei V die Geschwindigkeit der Stromung und p der Druck ist. Auf dem Rand I', des Hin-
dernis ist  der Normalvektor und € = (1,0, 0) ist der Einheitsvektor in Stromungsrichtung.
Der exakte Wert des Fehlerfunktionals, also J(u) ist durch Vergleichsrechnungen bekannt
J(u) =~ 7.767.

Zunédchst wird diese numerische Simulation mit stiickweise quadratischen Finiten Elementen
unter Verwendung von gleichmifigen Gittern durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in Tabelle[.T|
zusammengefasst. Um eine Fehlertoleranz von 1% einzuhalten muss bereits ein Problem mit
tiber 1000 000 Freiheitsgraden gelost werden. D.h., wir miissen lineare Gleichungssysteme
der Dimension A € R!000000x1000000 J5gen]

Im Anschluss wird die gleiche Berechnung mit Hilfe von lokal verfeinerten Gittern wieder-
holt. Als Fehlerschitzer kommt der dual gewichtete Fehlerschétzer zum Einsatz. Das duale
Problem wird im gleichen Ansatzraum approximiert wie das eigentliche Problem, also uy, €
Vh und zy, € Vh. Zur Approximation der Fehleridentitdt wird die oben beschriebene Inter-
polation von héherer Ordnung verwendet. In Tabelle 4.2| fassen wir die Ergebnisse zusam-
men.

Bei der Verwendung von adaptiven Finiten Elementen auf lokal verfeinerten Gittern wird
ein relativer Fehler von 1% bereits mit 85000 Freiheitsgraden erreicht. Auf global verfein-
erten Gittern ist mit 1300000 die 15 fache Anzahl von Freiheitsgraden notwendig. Wird
eine Fehlertoleranz von unter 0.1% angestrebt, so ist die Ersparnis sogar ein Faktor 150. In
Abbildung (4.6 zeigen wir einige Gitter und Ausschnitte von Gittern aus den Berechnungen
mit lokal verfeinerten Elementen.
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4 A posteriori Fehlerschitzung und adaptive Finite Elemente

Gitterzellen Freiheitsgrade Funktionalwert Fehler relativer Fehler

78 3696 13.3149 5.5479 71.4%

624 24544 8.0450 0.2780 3.58%
4992 177 600 7.9759 0.2089 2.69%
39936 1348480 7.7878 0.0208 0.27%
319488 10787 840 7.7579  0.0091 0.12%
2255904 86302720 77612 0.0058 0.07%

Table 4.1: Umstréomung eines Hindernis und Widerstandsberechnung mit quadratischen
Finiten Elementen unter Verwendung von uniform verfeinerten Gittern.

Gitterzellen Freiheitsgrade Funktionalwert Fehler relativer Fehler

78 3696 13.3149 5.5479 71.4%
624 24544 8.0450 0.2780 3.58%
2427 84945 7.7942 0.0272 0.35%
7120 242080 7.7881 0.0211 0.27%
16 808 571472 7.7595 0.0075 0.10%
54880 1811040 7.7620 0.0050 0.06%

Table 4.2: Widerstandsberechnung mit quadratischen Finiten Elementen. Lokal verfeinerte
Gitter mit dem dual gewichteten Fehlerschdtzer.

[
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N

Figure 4.6: Gitterausschnitte aus der dreidimensionalen Umstromung eines Hindernis.
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