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Aufgabe 1.1:
Wir betrachten die Funktion f : B; € RY — R, gegeben als

f(x) = [|x||*

fir « € R. Dabei ist By die d-dimensionale Einheitskugel.

a) Fiir welche «, in Abhéngigkeit von der Dimension d gilt

f e H' (By)?

b) Der Raum W™P (Q)ist fiirn € Nmitn > 1 und 1 < p < oo definiert als
WP (Q) ={b € LP(Q), VKb e LP(Q) firk =1,...,n}.

Dabei bezeichnen wir mit V¥ alle k-ten Ableitungen der Funktion. Fiir welche n und p,
in Abhédngigkeit von der Dimension d, gilt

f € WP (By)?

Aufgabe 1.2:

Es sei Q C RY ein Gebiet. Das Randstiick ' ¢ 9Q habe positive Lange [I'| > 0. Fur
Funktionen
ue HY(Q;T) :={p € H'(Q)|u=0aufT}

beweise man die Poincaré Ungleichung
Iullz0) < el Vulliza)  Yu € Hp(Q;T)

Wir hiangt die Konstante c von Q) und I' ab? Fiir den Beweis kann die Aussage vereinfacht
werden: Nehmen Sie an, dass das Gebiet Q konvex ist, z.B. ein Kreis oder ein Rechteck.

Aufgabe 1.2:

Fiir Funktionen u € C!(Q) N C(Q) beweise man die Spurabschitzung

lullizga) < ez + IVuliza) )



Wovon hingt die Konstante c ab?

Aufgabe 1.3:
Wir betrachten den Raum
HY(Q) :={¢d € H(Q)] J udx = 0}.
Q

Man beweise die Poincaré-Abschédtzung

[ullizio) < cl|[Vul| vVue HY(Q).

Hinweis: Der Beweis wird nicht direkt gefiihrt sondern tiber ein Widerspruchsargument. Kon-
struiere Sie eine Funktionenfolge, v, € H'(Q), welche die Ungleichung nicht erfiillt, d.h. z.B.
eine Folge mit der Eigenschaft ||vn || > n||Vvn||. Dies kénnen Sie zu einem Widerspruch fiihren,
wenn weiter angenommen wird, dass vy, im Mittelwert stets Null ist.

Besprechung der Ubungen in der kommenden Woche.
Abgabe zur Korrektur und fiir Feedback per Mail an thomas.richterQovgu.de.



