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1 Einleitung

Partielle Differentialgleichungen treten zur Beschreibung einer Vielzahl physikalischer Pro-
zesse auf. Ublicherweise suchen wir in einem Gebiet Q C R mit d > 1 eine Funktion
u: Q — R® mit ¢ € IN, welche einer Differentialvorschrift gentigt:

F(x,u, Vu, V2u,...,V™u) = 0.

Von einer partiellen Differentialgleichung spricht man, wenn partielle Ableitungen in meh-
rere Richtungen auftreten, d.h. nur im Fall d > 1 (und nur dann, wenn auch wirklich
verschiedene Richtungen auftauchen). Im Fall ¢ = 1 sprechen wir von einer skalaren Dif-
ferentialgleichung, im Fall ¢ > 1 von einem System von Differentialgleichungen. Die hochste
Stufe n der auftretenden Ableitungen heifst die Ordnung der Differentialgleichung. Wir be-
schranken uns hier zundchst auf skalare partielle Differentialgleichungen bis zur Ordnung
n = 2. Zumeist behandeln wir lineare partielle Differentialgleichungen. Diese schreiben wir
in der Form:

d d
[Lu= f, Lu:=— Z aijaiaju(x) + Z aiaiu + au,
i,j=1 i=1

mit einem Differentialoperator L und mit (reellen) Koeffizienten ay;j, ai, a. Zur vollstandigen
Beschreibung von partiellen Differentialgleichungen gehoren wie bei gewo6hnlichen Diffe-
rentialgleichungen tiblicherweise Randwerte bzw. Anfangswerte.

1.1 Beispiele von partiellen Differentialgleichungen

Wir erwéhnen hier kurz einige Beispiele fiir partielle Differentialgleichungen, welche Pro-
zesse aus der Natur beschreiben. Zunichst sei Q ¢ R fiir d > 1 ein Gebiet. Auf diesem
Gebiet beschreiben wir die Ausbreitung von Wellen durch die Wellengleichung. Wir suchen
auf dem Orts-Zeit Gebiet [0, T] x RY die Losung u(x, t) so dass

Afulx, ) = Au(x, ),

wobei durch A der Laplace-Operator als Summe der (6rtlich) zweiten partiellen Ableitungen
bestimmt ist:

d
A=) 07
i=1



1 Einleitung

Die Wellengleichung hat eine ausgezeichnete Variable t, die physikalische Zeit. Auch fiir
eindimensionale Gebiete () mit d = 1 liegt eine partielle Differentialgleichung mit den par-
tiellen Ableitungen 0+ und 0y vor. Fiir den Fall d = 1 ist eine mogliche Losung der Wel-
lengleichung gegeben durch

u(x,t) = sin(x) sin(t).

Wir haben hier noch keine Rand- oder Anfangswerte angegeben. Die Wellengleichung ist
der Prototyp einer hyperbolischen partiellen Differentialgleichung.

Ein weiteres Beispiel fiir eine einfache partielle Differentialgleichung ist die Warmeleitungs-
gleichung: In einem Gebiet Q C R mit d > 1 beschreiben wir die Ausbreitung von Warme
u(x, t) im Laufe der Zeit. Zu Beginn t = 0 sei eine Warmeverteilung vorgeschrieben u(x, 0) =
1u%(x), der Rand des Gebiets sei “isoliert”, d.h. es existiert kein Warmefluss iiber den Rand.
Mathematisch formuliert bedeutet dies, dass sich die Warmeverteilung in Richtung Rand
(also in Normalrichtung n) nicht dndert, 0, u(x,t) = 0 fiir x € 0Q). Die zeitliche Verteilung
der Warme ist beschrieben durch die Gleichung;:

dru(x,t) —AAu(x,t) =f(x,t) xeQ, t>0, u(x,0)=u’(x), 9,u=0aufdQ,

wobei durch f(x, t) ein externer Warmezufluss (oder eine Warmesenke) gegeben ist und A
eine physikalische Konstante, welche die Warmeleitfahigkeit des Mediums beschreibt. Die
Wirmeleitungsgleichung hat wieder eine ausgezeichnete Zeitrichtung und ist unabhingig
von der Dimension des Gebietes d eine partielle Differentialgleichung. Sie ist der Prototyp
einer parabolischen partiellen Differentialgleichung. Sie ist ein Anfangs-Randwertproblem.

Oft ist man nicht am zeitlichen Verlauf der Losung interessiert, sondern nur am stationiren
Zustand welcher sich (gegebenenfalls) fiir t — oo einstellt. Ein stationdrer Zustand ist ein
Gleichgewichtszustand, an dem sich die Losung nicht mehr dndert (im Verlauf der Zeit),
fur den also 0¢u(x,t) = 0 gilt. Die stationire Wirmeleitungsgleichung ist bestimmt durch die
Vorschrift:

—Au(x) =f(x), x€Q, 0onu(x)=0 xe€0Q.

Ein stationidrer Zustand kann sich nattirlich nur dann einstellen, wenn der Quellterm f nicht
explizit von der Zeit abhangt. Die Gleichung —Au = f wird die Poisson-Gleichung genannt
und wird uns in dieser Vorlesung hauptsédchlich beschiéftigen. Zusammen mit der Vorga-
be der Normalableitung auf dem Rand spricht man vom Neumann-Problem der Poisson-
Gleichung. Fiir QO C R, also d = 1 ist diese Gleichung eine gewthnliche Differentialglei-
chung, genauer ein Spezialfall des Sturm-Liouville Randwertproblems. Fiir d > 2 ist sie der
Prototyp einer elliptischen partiellen Differentialgleichung.

Bei den bisherigen Beispielen handelt es sich um lineare partielle Differentialgleichungen
zweiter Ordnung. Die Ordnung ist definiert als die hochste Stufe der auftretenden parti-
ellen Ableitung. Ein Beispiel fiir eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung ist die
Transportgleichung. Dafiir sei durch B : Q — R¢ ein Transportfeld gegeben (etwa der Wind).
Der Transport einer Grofe (etwa einer Dichteverteilung) p(x,t) in einem Gebiet O C R4
wird dann durch die Gleichung

dtp(x,t) +div (B(x, t)p(x,y)) =0,
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beschrieben. Dabei bezeichnen wir mit div ¢ die Divergenz einer Funktion ¢ : R4 — R¢:

d
div = dids.
i=1

Die Transportgleichung ist so wie die Wellengleichung eine hyperbolische Gleichung. Mit der
Produktregel konnen wir die Transportgleichung schreiben als

dtp(x,t) + (B - V)plx,y) + (div B(x,y))p(x,y) =0,

bzw. im Fall eines divergenzfreien Transportfelds div 3(x,y) = 0 kurz

dtp(x,t) + (B - V)p(x,y) =0.

Mit der Schreibweise .

B-V= Z Bi0; =: Vg oder auch dg
i=1
bezeichnen wir die Richtungsableitung in Richtung (3. Der Punkt meint also einfach das Ska-
larprodukt zwischen dem Vektor 3(x,y) und dem Gradientenoperator V.

Falls mehr als eine Losungsvariable involviert ist, so spricht man von einem System von par-
tiellen Differentialgleichungen. Ein bekannter Vertreter eines (nichtlinearen) Systems von par-
tiellen Differentialgleichungen sind die Navier-Stokes Gleichungen. Gesucht werden in einem
Gebiet O C R? (hier zweidimensional) und I := [0, T] Druck p(x,t) : Q — R und Ge-
schwindigkeitsfeld v(x,t) : Q — R? einer inkompressiblen Fliissigkeit (oder eines Gases)
so dass

oVt — VAV +v - Vv + 0xp = f
v — VAV +v - Vv +9yp = f2
dxvt 4+ 9yv? =0,

wobei v = (v1,v?) die beiden komponenten der Geschwindigkeit sind. Unter Ausnutzung
der Vektornotationen schreiben wir kompakter

0tv—VAV+ (v-V)v+Vp=1f, divv=0,

wobei f = (f!, f2) ist und der Vektorlaplace A definiert ist als
Av?
Av = < Av2> .

1.1.1 Typeinteilung von linearen partiellen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Wir werden ausschliefilich lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung be-
trachten. Diese schreiben wir mit Hilfe eines Differentialoperators

L:C%(Q) - C(Q),
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d.h. einer Abbildung vom Funktionenraum der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen
in den Funktionenraum der stetigen Funktionen in der Form:

Lu=f, L:= Z aij010; —|—Za]a + a.
Lj=1

Die Koeffizienten sind reell und kénnen vom Ort abhéngen, d.h. aij; = ayj(x,y), ai =
ai(x,y) und a = a(x,y). Da die partiellen Ableitungen in C?(Q) vertauschbar sind 0i0ju =
0;0;u konnen die Koeffizienten ai; = a;; als symmetrisch angenommen werden.

Bevor wir zu der angesprochenen Typeinteilung in elliptische, parabolische und hyperbolische
Differentialgleichungen kommen stellen wir einen Zusammenhang zu den gewohnlichen
Differentialgleichungen vom Typ

u'(t) = f(t,u(t), ulty) =u’,

her. Hier kann bei Kenntnis der rechten Seite f und des Anfangswert die Losung aus der
Taylor-Entwicklung rekonstruiert werden:

% Lk % Lk
w(®) = 3 M ) —u o (- t0) 3 L o, o))
k=0 ’ k=0 '

Ist die Differentialgleichung linear, d.h. im Fall
uw(t) = Au(t), ulto) =u’,

mit A € R4%4 5o gilt

—tp)
_u+Z k+(i “u’.

Wir wollen nun versuchen, auch die Losung von partiellen Differentialgleichungen aus den
Anfangsdaten zu rekonstruieren. Wir betrachten den Fall OO € R2 Dann sei ' € Q eine
Kurve durch O mit beliebig glatter Parametrisierung

r :{(TX(Y)aTy(Y))v Y € [aab]v TX7T1_J € Coo(aab)}

Gesucht ist die Losung u € C*°(Q) zur skalaren, linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung
a110xxU + 2a120xyU + A220yyU + a10xU + azdyu + au = f. (1.1)

Angenommen, entlang I" sei u und auch 9,,u bekannt. Dabei ist
oh=m-V

die Richtungsableitung in Richtung der (orientierten) Normalvektors n: I' — R? an I". Das
wir zwei Werte vorgeben entspricht der Tatsache, dass wir es mit einer Differentialgleichung
zweiter Ordnung zu tun haben. Da wir u entlang der glatten Kurve I kennen, kennen wir

10
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auch die Tangentialableitung 0. mit dem Tangentialvektor T : ' — R?. Sind 9, u und 9-u
bekannt, so kennen wir nattirlich den gesamten Gradienten Vu. Wir werden nun versuchen
mit dem Wissen um u und Vu aus der Gleichung alle hoheren Ableitungen V*u zu
rekonstruieren. Gelingt dies, so konnen wir die Losung auf Q) als Taylor-Reihe darstellen.

Wir fiihren nun einige Bezeichnungen ein:
Pi=0xU, (g:=0ylU, T:=0xxU, §:=0xyl, t:=0yyu
Differentiation von p und q in Richtung des Kurvenparameters y € [a, b] ergibt
0yP = 0xPTy + 0yPTy, =TTy + STy,
0yq = 0xqTy + dyqTy = STy + Ty,

wobei T und T, bekannt sind. Wir erinnern an die Ausgangslage: 1 sowie p = dxu und
q = 0yu sind bekannt. Gesucht sind die zweiten Ableitungen r, s, t. Mit konnen wir
ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung dieser Unbekannten (in jedem Punkt der
Kurve) aufstellen

aiy 2a12 a929 T f— ap—azxq—au
T T, 0 s| = 0P , (1.2)
0 T Ty t 0,4

wobei
0yp = (T-V)oxu, 0yq=(7-V)oyu,

also die hoheren Ableitungen entlang der Kurve bekannt sind. Das System ist 1sbar, wenn
die Matrix invertiertbar ist, wenn also fiir die Determinante dieser Matrix - wir nennen sie
L - gilt det(L) # 0. Wir Berechnen die Determinante durch Entwickeln nach der ersten Zeile

det(L) = (111(’({;)2 — 2(112'(.';’1'& + (122(’[,';)2.

Die Losbarkeit hdngt also nur von den Koeffizienten a;1, a2 und asy ab. Diese bestimmen
den Hauptteil der Differentialgleichung, die Terme vor der zweiten Ableitung. Weiter geht die
Form der Kurve I ein.

Fall 1: det(L) # 0 in allen Punkten der Kurve I'. In diesem Fall ist das lineare
Gleichungssystem in jedem Punkt der Kurve I6sbar und wir erhalten als Losung die zwei-
ten Ableitungen V2u entlang der Kurve. Wir kénnen nun das lineare Gleichungssystem
(1.2)) nach x und y differenzieren und erhalten so ein Gleichungssystem fiir die Unbekann-
ten 0,1, 05T, Oxt sowie eines fiir oy, 0y, 0y t. Die Koeffizientenmatrix ist die gleiche, da die
alle Ableitungen der ayj, bzw. die hoheren Ableitungen der Kurve 1/ und Tg mit den be-
kannten Groflen 1, s, t auf der rechten Seite des Gleichungssystems auftauchen. Auf diese
Weise konnen sukzessive alle hoheren Ableitungen der Losung u bestimmt werden.

Ist x0, Yo € I ein Punkt auf der Kurve, so gilt

— (x—x0)'(y—yo) i 5
ulry) = 3 LI 00} uixg, vo),

1,j=0

11



1 Einleitung

und die Losung u ist auf einer Umgebung der Kurve bekannt. Man nennt diese Aufgabe die
Cauchysche Anfangswertaufgabe entlang der Anfangskurve I'. Bei partiellen Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung ist es eher ungewohnlich, dass entlang einer Kurve I' mehrere
Anfangswerte, also der Wert und die Ableitungen, vorgegeben werden.

Fall 2: det(L) =0 in einem Punkt (xo,yo) € I' auf der Kurve. Die Gleichung

(111(’51;)2 — 2(112’(;’(1; + QQQ(T;)Q =0 (13)

ist in (xg,Yo) also 1osbar. Wir gehen davon aus, dass a;; # 0 und T}, # 0 Dann ist:

2 /
T) 2a12 T a
<y) _ 20Ty 02

T ajp T, ang

Der Quotient 6 := Té /T, = dy/dx bestimmt die Richtung einer Kurve, welche wir in (x¢, yo) €
I" durch einen Graph y = y(x) oder x = x(y) beschreiben kénnen. Entlang dieses Graphen
ist die quadratische Gleichung (/1.3)) 16sbar. Dies bedeutet gerade, dass entlang des Graphen
das lineare Gleichungssystem ([1.2)) nicht 16sbar ist. Wir nennen eine solche Kurve eine Cha-
rakteristik. Fur die Steigungen dieser Kurve gilt:
a9 1
819 = — £ —4/a?, — ajjags.
1/2 ay o aun 12 11022

Je nach Vorzeichen von a%Q — aq1a99 existieren nun keine, eine oder zwei verschiedene Cha-
rakteristiken der Differentialgleichung.

Wir unterscheiden

Elliptischer Fall a?, — a;;a2 < 0: Esexistiert keine reelle Nullstelle und somit existiert
keine Charakteristik durch den Punkt (x¢, yo). Dieser Punkt ist zwar Nullstelle von ,
jedoch eine isolierte Nullstelle. In benachbarten Punkten ist die Taylor-Entwicklung
durchf”uhrbar und die Lésung u kann bestimmt werden.

Parabolischer Fall o}, — a;;as2 = 0t Esexistiert somit genau eine Richtung § = aja2/a1;
in welcher die Gleichung losbar ist, das lineare Gleichungssystem ({1.2]) also nicht
16sbar ist. Die Differentialgleichung ldsst sich also bei Kenntnis von u und Vu entlang
einer Kurve I" nur in gewisse Richtungen entwickeln, nicht jedoch tiber die Charakte-
ristik hinweg.

Hyperbolischer Fall a%, — aj1as > 0t Esexistieren zwei Charakteristiken und die Losung
lasst sich nur in den entsprechenden Abschnitten entwickeln, in denen die Kurve I
nicht mit den Charakteristiken zusammenfillt.

!Wenn dies doch der Fall ist, so ist die gehen wir davon aus, dass a2 # 0 und T‘; # 0. Kénnen beide Bedin-
gungen nicht erfiillt werden so kann nicht T, = 0 und T, = 0 gelten. (Sonst wire die Kurve ein Punkt). Es
folgt dann z.B. a;; = 0, aze # 0 und T = 0 aber T, # 0 und somit det(L) = a22(T4)? # 0 im Widerspruch
zu det(L) = 0.

12



1.1 Beispiele von partiellen Differentialgleichungen

Die Herkunft der Namen elliptisch, parabolisch und hyperbolisch ist einfach erklart und kommt
von der Betrachtung von quadratischen Gleichungen des Typs

Q(x,y) == a;x® + 2a19xy + azy? + a;x + asy + a,

deren Null-Niveau Q(x,y) = 0 je nach Koeffizienten gerade eine Ellipse, Parabel oder Hy-
perbel beschreibt:

< 0 Ellipse
ajy —ajjazg { =0 Parabel

>0 Hyperbel

Der Typ des Schnittes hiangt nur vom Hauptteil, also von a1, aze und a;2 ab.

1.1.2 Normalformen von linearen partiellen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Die Typeinteilung partieller Differentialgleichungen hangt nur vom Hauptteil L, ab:

Lop= a0+ 2a120xy + a226%.

-
Lo— <ax) <<111 012> (ax>
0 — 3
ay aig a92 ay
mit einer symmetrischen Matrix A. Diese Matrix hat zwei Eigenwerte A;, A2 € R und zwei
orthonormalen Eigenvektoren wi, wy € RR2. Hiermit gilt die Normalform

N
<H% H%) (an C112> (H% H%) _ (7\1 0)
TETE, aiz az) \p§ p 0 A/’

bzw. die Normalform des Differentialoperators

Wir schreiben diesen als

Lo = A10%, + A203,.
Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
det(A —AI) =A% — (11 + age)A + ajpas — afg
= (A —=A1)A—=A2) (1.4)
=A2— (AL + M)A+ Mg,
Wir kénnen nun die verschiedenen Fille unterscheiden:

Elliptischer Fall a;;a2; — a2 = A1\ > 0: Beide Eigenwerte sind von Null verschieden
und o.E. beide positiv. Die Normalform einer elliptischen partiellen Differentialgleichung
ist die Laplace-Gleichung
aﬁl + aiQu =f,
bzw.
Au =f.

13



1 Einleitung

Parabolischer Fall a?, — a;1a20 = A1A2 = 0¢ Genau ein Eigenwert ist null, ein Eigen-
wert ist ungleich null. (Ansonsten kénnte nicht a;; # 0 und t} # 0 sein). Die Nor-
malform der parabolischen partiellen Differentialgleichung ist

Ly = ai1u+xp(u, Vu) =f,
Die prototypische parabolische Gleichung ist die Warmeleitungsgleichung
0tu— Au = f,

mit einer ausgezeichneten Richtung tEI Dies kennzeichet gerade die Existenz einer
Charakteristik.

Hyperbolischer Fall a2, — a;;a2 = A\;A\2 < 0: Beide Eigenwerte sind ungleich Null und
haben unterschiedliches Vorzeichen. Die Normalform der hyperbolischen partiellen Dif-
ferentialgleichung ist

Lo = ailu—tp(u, Vu) =f,

und der prototypische Fall ist die Wellengleichung

attu — Au ="f.

1.1.3 Propagation of information

The three different types of second order differential equation show a kind of informati-
on propagation. For elliptic equations, we can reconstruct all higher order derivatives from
u(xo0,Yo) and Vu(xg,yo). This however also means, that change of 1(xg, yo) or Vu(xg, yo)
will influence the Taylor expansion of u around (xg, yo). Therefore, change of u or Vuin a
single point (xo,Yo) has possible impact on u on the whole domain Q. In elliptic equations,
the solution u(x,y) for (x,y) € Q will depend on the solution u(x’,y’) in any other point
(x’,y’) € Q. Propagation of information has infinite velocity in all directions. We depict this
sitation in Figure[1.1] (right).

Next, we consider the parabolic problem
O¢u(t,x) — Oxxu(t,x) =f.

Comparing the derivation in Section aj; = —1, ags = 0 and ajs = 0 reveals the
direction

5= =0,
TX
and the linear system is not regular along all curves with t;, = 0 which are the horizon-
tal lines. We show the situation in the middle plot of Figure In x-direction, information
is spread like in the elliptic case. In t-direction we can write

t

u(t,x) = J {f(s,x) + axxu(s,x)}ds.

to

2Wir hitten genauso gut d,u — 0yyu = f schreiben kénnen. In Anwendungen, z.B. bei der Warmeleitung
nimmt jedoch t die Rolle der Zeit ein und x, y, ... die Rolle des Orts.

14



1.1 Beispiele von partiellen Differentialgleichungen

t Steigung ¢ t y

L

(', t") L
(I/,t/) (I/7t/)

x x T

Abbildung 1.1: Typeeinteilung und Ausbreitung von Informationen bei partiellen Differen-
tialgleichungen. Von links nach rechts: hyperbolisch, parabolisch und ellip-
tisch.

The solution in (t,x) depends on all (s,y) for tg < s < t and all t. This corresponds to our
understanding of the idealized heat equation: assume a piece of metal is our spatial domain. At
time t( it has a given temperature. The temperature at times t > to will depend on this initial
temperature, while times t < t; do not depend on the “future” t¢. In the spatial domain,

information spreads out with infinite speed. Heating of the plate at time t( in a point x may
influence the temperature in all points y for any time t > t,. This of course is idealized, as
temperature will have a finite spatial propagation speed in reality. (The mathematical heat
equation only gives an approximation of reality).

Finally, we consider the wave equation.
Orue(t, x) — Oxxu(t,x) = 0.

Hyperbolic equations allow for a second prototypical form. Change of variables

x4+t x—t
, S
2 2

t—=r—s, xX—=1r+s & T

with v(r,s) ;== u(t,x) =u(r —s,r +s) gives

Otu(t,x) = 0¢ev(r,s) = %at(arv —05v) = i (0rrv — 2045V + Og5V)

D U(t.x) = dynv(r, s) = %ax(arv + o) = i (020 + 20r4v -+ Do)
The wave equation is then equivalent to

0rsv(T,8) = 0.
This shows, that a solution must take the form
v(r,s) = vi(r) +va(s),

and hence
u(t,x) =u(x +1t) + ug(x — t),

15



1 Einleitung

where u; and uy are set accordingly. Assume I' = {(0,s), s € R} and u(0,x) = u’(x) and
9¢u(0,x) = u'(x) are known. Then,

._.
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+
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Kol
c
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Kol
Il
N — DN -
e
(en)
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+
e
—
&

_
RaY
|
e
[\]
2
e
(Y]
RaY
|

and we can construct the solution as
1
u(t,x) = i(uo(x +t)+ut(x+t) +ul(x—t) —ul(x — t)).

Hereby we can deduce, that the speed of information propagation is finite and can never
exceed the characteristics t = +x, see Figure[1.1] (left).
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2 Theoretische Grundlagen

Die theoretische Analyse von partiellen Differentialgleichungen ist zumeist nicht mit den
elementaren Methoden moglich, welche bei gewohnlichen Differentialgleichungen ausrei-
chend waren. Die Frage nach der Existenz einer Losung muss bei partiellen Differentialglei-
chungen neu formuliert werden: statt dem blofien “existiert eine Losung?” tritt die Frage
“in welchem Sinne und in welchem Funktionenraum kann die Existenz einer Losung ge-
zeigt werden?” in den Vordergrund.

2.1 The Laplace Equation and the Sobolev space H!(Q)

We are studying the Laplace equation on a domain Q) C RYwithd =2,3
ue C?(Q)NCAQ): —Au=finQ, u=0o0n3Q, (2.1)

where f € C(Q). We call such a solution the classical solution to the Laplace problem, also
the strong solution.

Notation

Let f,g € L2(Q), we denote by (all the same)

(£, )iz = (f 9)a = (F, g) = JQ f(x) - g(x) dx

the L?-scalar product on Q and by

N[=

Il = o = [If] = (L f(x)de)

the L2-norm on Q.

We show, that a solutionu € C2(Q)NC(Q) to (2.1 is also given as solution to a minimization
problem

Lemma 2.1 (Variational formulation and minimization Problem). Let Q ¢ R¢ (d = 2,3) be
a bounded domain. Let uw € C2(Q) N C(Q) be solution to the Laplace equation (} Then, wis also
solution to the variational formulation

ueVy: (Vu,Vv)=(f,v) YeV, (2.2)

17



2 Theoretische Grundlagen

which is equivalent to the solution of the minimization problem
1
ueVy: E(u) <E(v):= §||Vv||2 —(f,v), (2.3)
where
Vo :={d € CH{Q)NC(Q), ¢ =00ndQ).

Every solution uw € Vj to the minimization problem and variational formulation, that also sa-
tisfies uw € C2(Q) N C(Q) is a classical solution to the Laplace problem (2.1)).

Proof. (i) We show ([2.1)) = ([2.2). Let v € V| be arbitrary. Then, every solution u to (2.1)) is
solution to

—Au-v=Ff.-v = J —Au-vdx:J f-vdx.
Q Q

Asv € C1(Q) N C(Q) we can apply integration by parts (Greens formula) to get

J Vu-Vvdx—J onu_-v ds—J fvdx.
Q 20 > Q

This is exactly the variational formulation.

(if) We show (2.2) < (2.3). For u, ¢ € Vy (note, that u + ¢ € Vp) it holds

E(u+t )= *WVu+¢H2 (f,u+ b)
fHVuHQ (Vu, V) + fuvw? u) — (f, d) (2.4)
=E(u) + (Vu, V) — *||V<1>H2

First assume, that u solves the variational formulation. Then

Eu+ §) = E(w) + (Vu, V) — (£.0) + V4[>
=0 >0

and it holds
E(u) <E(v) Wi=u+deV,

such that u is also a minimizer. Now, let u be solution to the minization problem. By (12.4))
we have

(£.0) — (Vu, V) = E(u) — Efu+ 0] + 1| Vo[ < 1 |[Vo>

<0

We choose ¢ := s with | Vgl = 1 to get

52

s((f,bo) — (T, Vo) ) < 5

18



2.1 The Laplace Equation and the Sobolev space H(Q)

As ¢ € Vj is arbitrary and s has an arbitrary sign, it follows, that

< ,00) — (Vu, V) < B

Choosing s — 0 shows, that u € V; is also solution to the variational problem.

(iii) We show ([2.2) = ([2.1)), if u € Vo N C?(Q) has sufficient regularity. Then, all steps in (i)
are equivalent transformations until we get

J —Au-vdx:J f-vdx VYvev,.
Q Q

As C(Q) C Vj, the fundamental Theorem of Variations, see [?], gives the point-wise relation
—Au =fin Q.

The boundary condition u = 0 was already enforced in Vj. Therefore, given sufficient re-
gularity, a variational solution (such as the solution of the minimization problem) is also a
classical solution. O

This lemma reveals a new definition of the Laplace problem. It defined a weaker solution, as
it is well-defined for u € C}(Q) N C(Q) and no second derivatives are required. However,
there may be (and there are) variational solutions, that are not classical solutions.

We can easily show uniqueness of a variational solution

Lemma 2.2 (Uniqueness of variational solutions). Let u;,uy € Vj be solutions to the variational
formulation (2.2)) for one f € C(Q). Then, u; = us.

Proof. Letw :=u; —uy € Vp. Itholds for allv € V;
(Vw, Vv) = (Vug, Vv) — (Vug, V) = (f,v) — (f,v) = 0.
We choose v = w to get with Poincaré’s inequality
Vw]? > c;szH2 =0 = w=0.

Therefore, u; = us. O

Likewise, we can show, that a solution to the variational formulation will continuously de-
pend on the right hand side.

Lemma 2.3 (Continuity of the variational solution). Let f € C N L?(Q) and let w € V, be
solution to the variational formulation (2.2)). It holds

IVl < cpllf]l;

where cp, > 0 is the constant from Poincaré’s inequality, see Lemma
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2 Theoretische Grundlagen

Proof. It holds for allv € Vj
(Vu, Vv) = (f,v),

and therefore, choosing v = u and using Poincarés inequality
IVl < I TRl < ep 11TVl

Hence
[Vull < cpl/f]]-

The minimization formulation allows for a physical interpretation. By
1
EW) = lIVvl* = (£,v)

we can describe (in a simplified way) the energy of a membrane, that is fixed v = 0 at the
boundary of the domain 0Q and that undergoes a deflection (given by v) due to a force f
that is acting on the domain. Physical principles say, that the system will take the state of
minimal energy, which is given by (2.3)). The model is accurate for (theoretical) membranes
without a mass and without a width.

We show

Theorem 2.4 (Solution to the minimization problem). Let Q C R4 for d > 1 be a domain and
f € L2(Q). Then, there exists a solution

u e Hy(Q),
that solves the minimization problem
E(u) <E(v) W e H(Q).

By H{(Q) we denote the completion of C3°(Q) with respect to |V - [|12(q).

Proof. The proof takes several steps. We start with the formulation of the minimization pro-
blem (2.3)) using the Holder space Vj.
(i) We show, that E(+) is bounded

1 1
E(v) = SIVVI? = (F,9) = SI9v)* = [If]] v]]
We note, that v =0 on 9Q and use the Poincaré inequality, see Lemma[2.5] to get
1
EO) = SV = cp VY-

With Youngs inequality ab < £a® + ;£ b* forall a,b € R and ¢ > 0 we get (choosing ¢ = 1)

1 c2 1 c2
E(v) > §||VV||2 — ijfHQ - §||VV||2 = —7p||f|!2 > —00.
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2.1 The Laplace Equation and the Sobolev space H(Q)

(ii) As
inf E(v) > —o0,
vEVy

we can choose a minimal sequence vy, € Vj of E(+)

E(v) — j EUETEE
ve

We show, that vy, is Cauchy in ||V - ||. Using the parallelogram law on v,w € V,, we have
IV =W+ [V +w)[* = 2V + 2 V%,
and hence
[V vn =vm)l* = 2 Von|* + 2] Vvm[[* = [V (va +vm) [

1

= 2| Vvn|* +2[[Vvm|* — 45V ivn +vm)|?
1

= 4E(vn) + 4E(vin) — 8E(§(vn +Vm))

(Vi +Vvm))

1
+4(f,vn) +4(f, vin) — 8(f, 3

It holds E(v;,) — d for n — oo. For the mixed term, it holds

E(0n +vm)) > d

For the difference ||V (vy, — v ) it therefore holds

limsup |[vn — vin||? < 4d 4 4d — 8d = 0.

n,m—00

We must consider lim sup as the mixed term is not necessarily converging.

(iii) The last crucial step is to show convergence of this Cauchy sequence. The space Vy =
C'(Q) N C(Q) is not complete with respect to the gradient L?>-norm ||V - [|{2(q). We give a
counter-example. On can show, that

1
vpi=log|log| — | +1]) €W
x|+ =

on Q ={x € R?: [x| < 1}. Further, V;, is Cauchy. The limit function

mon(2) )

still satisfies ||Vv|| < co. However, v is not even bounded in the origin, therefore v ¢ V. We
define the solution space

H{(Q) := {¢ is the equivalence class of Cauchy sequences in Vj with respect to |V - || 20)}-

The space H}(Q) is the completion of V; (and also of C3°(Q)) with respect to ||V - ||. O
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2 Theoretische Grundlagen

Similar to H3(Q) we define H!(Q) as completion of C*(Q) with respect to |V - ||. We will
call these function spaces Sobolev spaces. The characterizaiton of functions v € H'(Q) or
v € H}(Q) is difficult and often, we will simply use the fact, that for v € H!(Q) there exists
a Cauchy sequence v, € C®(Q) with ||V(vy — v)|| — 0. We have already seen, that H!
functions must not even be continuous.

As an example for a typical argumentation, we give a proof of the very important Poincaré
inequality

Lemma 2.5 (Poincaré inequality). Let Q be a domain. There exists a constant c, > 0, such that
forallv € H(Q) it holds

IVllt2(0) < cpllVVIliz(a)-

The constant c, = cp(diam(Q) depends on the size of the domain.

Proof. We show the inequality for O C R?. Let Q € R? be a square with length L > 0 such
that Q C Q. Without loss of generality, let Q = (0, L).

(i) Let v € C§°(Q). By Vv we denote the trivial extension of v from Q to Q by zero. It holds
v e C°(Q). Let (x,y) € Q. It holds

X

v(x,y) =v(0,y) +J OxV(s,y)ds
——— 0

and by taking the square and using Holder’s inequality

X

v(x,y)? <J

X
[0xv(s,y)? dsJ 1ds.
0 0

We estimate

L
v(x,y)? < LJ V% ds
0
and integrate over Q to get
||VH%2(Q) = ||VH%2(Q) < L2||VV||%_2(Q)'

We choose ¢, = L.

(i) Now, let v € H}(Q) and v, € CP(Q) be such, that ||V (vq —V)|| = 0and |[v —vn| — 0
for n — oo. It holds

V< v =vall +[vall < v =val +cp [[VVnl < v =vall + cp[Vv = vn)[| + cp[[Vvn .

Going to the limit n — oo gives Poincaré’s inequality for v € H}(Q). O

22



2.1 The Laplace Equation and the Sobolev space H(Q)

This kind of argumentation is typical. We first show an estimate in Holder spaces and then
use continuity to go to HY(Q).

Poincaré’s inequality says, that the semi-norm ||V - || is a norm on the space H}(Q), as

0=|W| > C;lHVH = v=0.

Notation

Let O C RY be a domain. Letv € H}(Q). By

1
2
I¥Vlzga) = (J |Vv|2dx>
Q

we define the H!-seminorm, which - due to Poincaré’s inequality - is a norm on H}(Q).
By

1

2
Wl oy = (M) + IV¥Iaay )

we denote the H!-norm. In H}(Q) semi-norm and norm are equivalent. In H}(Q) we
denote by ||VV||2(n) the energy norm as this is the main part of the energy functional
E(v) describing the “energy of a membrane”.

We can now define the Laplace problem in variational formulation for all right hand sides
f € L%(Q) using test-functions ¢ € H}(Q).

Definition 2.6 (Variational formulation, weak solution). Let f € L?(Q) with “smooth bounda-
ry” 9Q. We call uw € H}(Q) the weak solution to the variational formulation

(Vu, Vo) = (f,0) Vo € Hy(Q)
Another basic inequality is the trace inequality.

Lemma 2.7 (Trace inequality). Let QO C RY be a domain. There exists a constant ¢y = c¢(Q),
such that for all v € CY(Q) N C(Q) it holds

Y200 < ctlvlini o),

where by y : H1(Q) — L2(3Q) we denote the trace operator.

Proof. (i) First, let Q = (0,1)? be a square. Let (x,y) € Q. It holds

X

V(x,0) = v(x,y) — L dv(s,y) ds,
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2 Theoretische Grundlagen

and therefore (as (a — b)? < 2a? + 2b?)

v(x,0)% < 2v(x,y)? + 2J 10,V (s,y)? dsJ 1dx
0 0

X
< 2v(x,y)2 + 2XJ IE)X\J(s,y)I2 ds.
0

We integrate over x and y to get
LV, <26 +LIVVIG = VIR, < etV ),

where by T we denote the left segment of the boundary. We can use the same argument
for the other three parts of the boundary to get ||v||r < ct||V|[1i1(q)-

(ii) For domains with polygonal boundary, we can use this argument for every segment of
the boundary. On general curved domains QO we can locally introduce mappings to map Q
onto a domain with straight boundary. Here, we use the argument as above. Definition of
these mappings as well as glueing the different parts together is technical and we refer to
the literature [18} 13} [7]]. O

We have derived the trace inequality for functions in C*(Q) N C(Q). Let v € H!(Q) and
vn € C1(Q) N C(Q) a Cauchy sequence with ||V (v, —Vv)|| — 0. Then, it holds
[viie =vmlloa < ct||[Vvn —vi)llli(o) =+ 0 (n— oo).

Hence, vy, is Cauchy on 0Q with respect to the norm L?(3Q). As L%(9Q) is a Banach space,
this sequence converges in L?(0Q)), such that we can introduce the trace of H! (Q)-functions
in the space L%(Q).

Every H!-function has a L2-trace on the boundary, e.g.
Voo < ctlvllnrq) W eH(Q).

This estimate is not sharp, i.e., there are L2(9Q)-functions, that are not trace of a H!(Q)
function. We can however define the exact space of functions, that are trace of a H! function.

Definition 2.8 (Trace). Let Q € R¢ be a domain. We define the space of traces as
H'/2(00Q) ={¢p € 12(0Q) | ¢ is trace of ¢’ € HL(Q) on 9Q).

By
[Vll1200) = inf{||¢]| 1) | Vb € H(Q) where v is trace of ¢ on 902}

we denote the H'/2-norm.
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2.1 The Laplace Equation and the Sobolev space H(Q)

There is a constant ¢ = ¢(Q), such that
Vlze0) < clVinreaa) W e H”?(Q).
However, there exists no such constant ¢ = ¢(Q) < oo that
4 IVhaeea) < clVilizea) W el?(0Q) 4.

A further important theorem - that however is less simple to proof - is the inverse of the trace
inequality

Lemma 2.9 (Inverse trace lemma). Let Q C R9 be a domain. There exists a constant ciy = c(Q),
such that for all v € H'/2(3Q) there exists a v € H'(Q) with

Vi) < citlvilzpa)-

For a proof, see [8]].

Hereby, we can generalize the Laplace problem to non-homogenous Dirichlet conditions

Lemma 2.10 (Dirichlet problem). Let Q C RY be a domain, f € L?(Q) and g € H'/2(0Q) be
given right hand side. Then, the variational formulation of the Laplace problem

ueHY(Q): (Vu, V) =(f,d) Vb ecHIQ), u=gondQ

has a unique solution.

Proof. Be Lemma there exists a function g € H!(Q) with glaq = g. Let
Up:=u—gEe H[l)(Q).
Any solution to the variational formulation is given by
(Vuo, V) = (£,9) + (Vg, Vo) ¥ € Hj(Q).

Now, existence and uniqueness can be shown similar to the previous argumentation. ]

We have seen, that H!-functions are not necessarily continuous or even differentiable. The
embedding
& HY(Q) = C(Q) 4

is not true in the general case. It holds however, that

Lemma 2.11 (Rellich Theorem). The embedding H'(Q) < L%(Q) is compact. Every sequence
v € HY(Q) that is bound in H' (Q) has a converging subsequence vy in L2(Q). The limit vy» —
v € L2(Q) is a member of v € HY(Q).
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2 Theoretische Grundlagen

See Wloka [8]].

For one-dimensional domains I = (a,b) C R we can easily show, that H}(I)-functions must
be bounded, as

x x x
v(x)zj Vi(s)ds = Iv(x)|2<J ldSJ v/ () ds < [b— al[[Vv]f3.
0 0

Another approach to the Sobolev spaces H!(Q) and H}J(Q) is given by the concept of weak
derivatives.

Notation

Let O C R¢ be a domain. For 1 < p < co we define the LP-norm as

1
P
oo = (] 197)"
Q

For p = co we define the L*°-norm as

[f[|Loo () = ess sup [f(x)].
xeQ

For 1 < p < oo we define the spaces

LP(Q):={p: Q= R: [[$]lr(q) < oo}

Definition 2.12 (Weak derivative). Let uw € L1(Q). A function w € L}(Q) is called first weak
derivative of u, if it holds

J w‘d)dx:—J u-0dpdx V€ CPQ).
Q Q

The generalization is obvious. For a multiindex o« = (1,...,q) € IN¢ we denote by w €
L'(Q) the weak derivative of degree |&| = o1 + - - - 4 otg, if

J w-(bdx:(—l)""J u-D%dx VYo € CP(Q),
Q Q
for

D* =9 ... 9%,

If v is differentiable in the common sense, weak and classical derivatives are the same. With
this concept, we can define

Definition 2.13 (Sobolev spaces). For k € Nand 1 < p < oo we define the WP (Q) norm as

P

k
w3 Y IDIn o)

1=0 || =1

Ifllwer o) = [If]
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2.1 The Laplace Equation and the Sobolev space H(Q)

For p = oo we define the W norm as

ll\iecor o o= || - D||y o0/ 01
Ifllwree(q) = IIfllx,c0 I{lgglrggll oo (02)

Further, we define the corresponding semi norms as

S|

flwrr (o) = Ifhep = Z HD(XfH]EP(Q)
|x|=k

and
Iflwres (@) = fliceo = max Do ().

For 1 < p < oo we define the Sobolev space

WEP(Q) :={p € LP(Q) : [[bllwrr(q) < o0}

An important result of linear functional analysis shows, that
H (Q) = WH?(Q),

where H*(Q) is the completion of C*(Q) with respect to the Sovolev norm || - lyyx.2()- The
space H!(Q) is therefore the space W12(Q), which is the space of L2-functions with first
weak derivative in L2.

For a further characterization of the different Sovolev spaces we cite powerfull embedding
theorems.

Lemma 2.14 (Embedding Theorems). Let Q C R and let WP (Q) be a Sobolev space with
k>0and1 <p < .

1. Let W*'?'(Q) be a second Sobolev space with k' > 0 and 1 < p’ < oco. If it holds

d
k—é>k’——,andk>k’,
p p

the embedding
WEP(Q) — WKP'(Q)

is continuous. If it holds

k—g >k’—£/andk>k’,
p P
the embedding
wWkP(Q) — WK P'(Q)
is compact.
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2 Theoretische Grundlagen

2. Let C<»*(Q) for 0 < o < 1 be a Holder space. If it holds
d_ .,
k_EZk +aand0 < a<1,
then, the embedding
H*P(Q) — C**(Q)
is continuous. If it holds
d
k——>k'+a,
p
this embedding
H*P(Q) < C**(Q)

is compact.

The continuity of an embedding X — Y means, that for every u € X there exists a function
in Y - we again call it u € Y - that coincides with u € X almost everywhere and such that

ully < C(Q, X, Y)[[ullx.

The constant can depend on k, p, d, k’, p’, « and the domain Q. By the Sobolev embeddings
we can conclude, that a function u € H*(Q) is continuous, eg.ue C(Q),if
d d
k— 5 >0 & k2 5
Therefore, H!-functions are continuous in one dimensios, whereas H? is required in two or
three dimensions. Compactness of an embedding X — Y means, that a bounded sequence
xn € X has a converging subsequence x,,/ € Y.

2.2 Elliptic Problems

In diesem Abschnitt vertiefen wir die theoretische Analyse von elliptischen Differentialglei-
chungen. Auf einem Lipschitzgebiet O C R mit d > 2 betrachten wir allgemein Probleme
vom Typ

d d
Lu=f, Tu=— ) 3(ay(x)dulx))+ ) bj(x)du(x)+ cxu(x), (2.5)
i,j=1 j=1

mit reellen Koeffizientenfunktionen ai;j, b; und c. Es gilt wegen der Vertauschbarkeit der
zweiten Ableitungen ohne Einschrankung ai; = a;;. Mit der Matrix A = (ay;j); ; sowie dem
Vektor b = (bj;); schreiben wir kurz:

[u=-V:(AVu)+b-Vu+cu.

28



2.2 Elliptic Problems

Bei elliptischen Problemen sind die Eigenwerte von A ungleich Null und haben das gleiche
Vorzeichen. Wir nehmen ohne Einschrankung an, dass die Koeffizientenmatrix A positiv
definit ist.

Elliptische partielle Differentialgleichungen sind Randwertprobleme. Wir unterscheiden drei
verschiedene Arten von Randwerten:

1. Dirichlet-Problem Auf dem Rand 0Q) geben wir den Funktionswert der Losung
vor:

sucheu: Lu=finQ, u=gaufoQ.

Es sei nun § € H!(Q) eine Fortsetzung von g, d.h., g ist die Spur. Dann kénnen wir das
Dirichlet-Problem stets in ein Problem mit homogenen Randdaten transformieren:

sucheu=1u+g: Lu=f—-Lg, u=0aufodQ.

Die strenge Voraussetzung an die Regularitit der Dirichlet-Daten g ist also, dass diese Funk-
tion als Spur einer H!(Q)-Funktion gegeben ist. Wir bezeichnen den Raum aller Spuren von
H!(Q) Funktionen auf 9Q als Hz (0Q)). Es gilt H3 (0Q) c L2(0Q2).

2. Neumann-Problem Aufdem Rand von Q geben wir die Ableitung von win Normal-
Richtung vor:

sucheu: Lu=finQ, 9 u=gaufdQ.

Bei Neumann-Problemen ist der Funktionswert von u auf dem Rand nicht fixiert. Die Losung
muss also im vollen Raum H!(Q) gesucht werden. Betrachten wir z.B. das homogene Neumann-
Problem

—Au=finQ, 09,u=0aufdQ,

so hat dies zur Konsequenz, dass die Losung nicht mehr eindeutig sein muss. Denn ist u €
H(Q) eine Losung, so ist auch durch u + c fiir jedes ¢ € R eine Lésung gegeben. Um
Eindeutigkeit zu erreichen muss der Losungsraum kiinstlich eingeschrankt werden, etwa
durch die Wahl:

HY(Q)/R = {v e H}(Q), J vdx = 0}.
Q

We can easily show, that Poincaré’s inequality also holds on this space.

Lemma 2.15 (Modified Poincaré’s inequality). There exists a constant ¢, = c(Q) > 0 such that

vila <cp (Uﬂvdx + ||VVHQ> Y e HYQ).
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Proof. Using Rellich’s Theorem we can show (by contradiction), that the inequality holds
for

Ivla <cl|[Vv|a W eHY(Q)cCR.

Then, the general case is obtained by

1

\‘;::J vix = Hv||Q<\|oHQ+|yv—v\|Q<\/|Q|H vix
1Ql Ja Q

+cp|| V| a.

O

By this modification, the Neumann problem can be written as minimization problem with
the functional

ue HYQ)\R: E(u) <EW):= %||VVH2 —(f,v) WweHY(Q)\R.

3. Robin-Problem Auf dem Rand 9Q geben wir gemischte Randdaten vor:
sucheu: Lu=finQ, 9 u+ ou= gaufdQ,
mit einem o # 0.

Wir werden zunéchst ausschliefllich das (homogene) Dirichlet-Problem betrachten. Hier-
zu leiten wir eine variationelle Formulierung der allgemeinen elliptischen Differentialglei-

chung (2.5 her:

Lemma 2.16 (Variationsproblem). Die Koeffizientenmatrix A € [L>(Q)]14* 4 sei positiv definit
mit (Ax,x) > yIx|? mit y > 0, der Vektor b € [WH*(Q)]¢ sei divergenzfrei (also V - b =
> ;0ibi = 0) und es sei c € L>°(Q) mit ¢ > 0. Jede Losung w € C*(Q) N C(Q) von ist
Losung der Variationsgleichung:

au,¢) = (f,¢) Vo € Hj(Q).
Die Bilinearform

ist stetig
a(w,v) < M||Vu|| [|Vv]| Yu,ve H(l)(Q)
mit einer Konstante

M = max{d|| Ao, ¢p Vd|[blloo, lcll1(a)c ),

sowie positiv definit (elliptisch)

a(u,u) > vy||Vul? Yue H)(Q).
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Proof: (i) Wir multiplizieren (2.5)) fiir festes t € I mit einer beliebigen Funktion ¢ € C(Q)
und integrieren tiber das Gebiet:

= (AVu, Vo) +J n-(AVu)dds+(b-Vu, o) + (cu, d).
00

=0
Wegen der Dichtheit von C§°(Q) in Hé (Q) kann der Testraum erweitert werden.

(ii) Weiter gilt fiir alle u,v € H}(Q) wegen der Beschrianktheit der Koeffizienten und mit
Poincaré:

d

d
Z (aij05u, 0;v) \+Z|(bjaju,v)|+ [(cu, v)|
j=1

\AHooZ [95ullL2() 10vlL2(q)
+ ||bHoo Z 195ulliz2 () VIltz(a) + lelooltl 20y IVIlLz(0)

< [ Allood|Vull2(0) | VVIIL2(0) + [blleo VA VUllL2(0)Cp VY] L2 (0)
+leloocy VUl 2 (0) VY2 (0
<M Vulliz(0) [[VVliz(a), M :=max{||A]d, cplblloVd, lelooc?

wobei wir die folgende Ungleichung verwendet haben:

d d 2
D lail<Vd <Z ai2>
i1 f

(iii) Zum Nachweis der Elliptizitit untersuchen wir die verschiedenen Terme der Bilinear-
form getrennt. Zunichst existiert wegen der positiven Definitheit von A ein y mit:

(AVu, Vu) = L<A(X)Vu(x), Vu(x))dx >y Ll IVl dx = v|Vullf2q)- (2.6)

Wegen der Divergenzfreiheit von b gilt:

d d d d

(b-Vu,u) = Z(baiu, u) = Z(biu, oiu) = —Z(ai(biu),u) + ZJ ni(bjujuds

i=1 i=1 i=1 i=1

d d
:—Z (01bju,u) — Z (bidiu,u) = —((V-b)u,u) —(b - Vu,u),
i=1 j=1

und also (b - Vu,u) = 0. Schliefilich gilt mitc > 0

(cw,w) > minc - )] >0
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und zusammen mit (2.6)) ergibt sich die Behauptung. O
Die stetige, positiv definite Bilinearform unterscheidet sich von einem Skalarprodukt durch

die fehlende Symmetrie.

Definition 2.17 (Schwache Losung). Eine Funktion uw € H}(Q) heifit verallgemeinerte (schwa-
che) Losung von (2.5)), falls

alu,d) = (f,¢) VY € HH(Q). (2.7)
Wie bereits argumentiert gilt:

Lemma 2.18. Jede schwache Losung w € H§(Q) von (2.7)) fiir welche w € C2(Q) N C(Q) gilt ist
auch klassische Losung von ([2.5)).

Und weiter gilt:

Lemma 2.19 (Minimierung des Energiefunktionals). Im Fall b = 0 ist die Losung der variatio-
nellen Formulierung dquivalent zur Minimierung des Energiefunktionals. Suche u € H}(Q):

Ew) <E(G) WeV, E(v) = %a(v,v) ~ (f.v). (2.8)

Proof: (0) Die stetige und elliptische Bilinearform af(-, -) ist symmetrisch und somit ein Ska-
larprodukt. Dies folgt aus b = 0 sowie der Symmetrie von A.

(7) Wir gehen zunéchst davon aus, dass u eine variationelle Losung von ([2.7)) ist. Dann folgt
fiir alle v € H{(Q):

E(uw)—EV) = %a(u, u) — (f,u) — %a(v,v) + (f,v)

= %a(u, u) —a(u,u) — %a(v,v) + a(u,v)

= —%{a(u, u) —2a(u,v) + a(v,v)}

_ _%a(u_v,u—w <3 Ivu—v) <o.
Also, E(u) < E(v).

(if) Nun sei u Minimum des Energiefunktionals. Dann muss gelten:

=0 WeHN(Q).

s=0

d
aE(u—k sv)

Also, wegen der Symmetrie von af(-, -):

=alw,v)—(f,v) =0 WYve H(l](Q).

s=0

d 1
E{ia(u+sv,u+sv) — (f,u—i—sv)}
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2.2 Elliptic Problems

Existence of solutions

For considering the general (non-symmetric) case, we need some additional background
from linear functional analysis.

Definition 2.20 (Banach space, Hilbert space). Let V be a linear space. Let || - || : V — R bea
normon V. If V is complete with || - || it is called a Banach space. By (-, -) : V xV — R we introduce
a scalar product on V. If V is complete with respect to the induced norm || - ||y = (-, -)ifiv it is
called Hilbert space.

Examples for Hilbert spaces are the space L%(Q) with the scalar product and norm
(f,9)12(0) ZZJ fgdx, [[flli2(q) :J ]2 dx,
Q Q
or the space H}(Q) with scalar product and norm
(f, 9hi ) = (VF,Vg)iz(q) = JQ VE-Vgdx, |fl )= IVFflzaq) = JQ VH[? dx.

Further, H}(Q) (without zero trace) is a Hilbert space with

[N

(f, 9 ) = (f,9)2(q) + (VF,Vg)12(q), [Iflli) = (HfHQU(Q) + HVfH2L2(Q))

Finally, H*(Q) = W*2(Q) is a Hilbert space for every k together with the scalar product
3
(£, Pnx) =D (V. V'gi2(a).
1=0

Definition 2.21 (Dual space). Let V be a vector space. By V* we denote the dual space of V. The
space V* consists of all linear functionals

1:V—=R
and V* carries the induces linear structure:
lv+w)=1v)+1lw) Yv,weV,

and
l(ov) = al(v) VaeR, VWweV.

If V is a normed space with norm || - ||y, the dual norm || - |

v+ on V* is induced by

L)l
IU[v+ = sup

= [L(v)l.
veV, |vilvzo VIV vev, vlv<t
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Example 2.22. Let V = L2(Q). A linear functional 1 € V* is given by

l(v) = JQ vdx.

Linearity of 1(-) comes from the linearity of the integral. It holds

Mo = su | vax< vl o < Vol
vii<1JQ \<r1/

On the other hand,

1
IUli2(0) = sup J vdx 2J dx = 1/]Q)].
1) Ivii<iJo o VIQ|

Therefore, |[1|12(q)2 = v/I1Ql.

Next, let V = H(Q) and w € HY(Q) be arbitrary. Then,
lo(v) = J Vv-Vwdx
Q

is a linear functional. Once more, linearity follows by using the linearity of the integral and the scalar
product. Here, it holds

W) = swp (Vv, V) < [Val.
[Vv]<1

Then,

Vw
Uiy = sup (Vv,Vw) > <,Vw) = ||Vw].

Hence, |[l[12(0)2 = ||[Vw]|.

By Holder’s inequality

1 1
”ngLl(Q) < ”pr”9qu P.q € [1,00], B + a =1,

we can identify the dual space of LP(Q) for 1 < p < oo with LP(Q)* = L9(Q) where
q = (1 + !/p) ! is the dual exponent. For every g € L9(Q), the mapping

fi— J fgdx
Q
is s linear functional.

One of the very import theorems in linear functional analysis is
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2.2 Elliptic Problems

Lemma 2.23 (Riesz representation theorem). Let V be a Hilbert space with scalar product (-, -)vxv.
For every linear functional L € V* there exists a unique element w € V, such that

lv) = (v,w)vxv WeV, |

ve = [wllv.
Vice versa, every w € V defines a linear functional 1 € V* by

lv) = (v,w)vxv.

The proof is found in the literature [[1]].

A consequence of Riesz representation theorem is the unique existence of the Laplace solu-
tion

Lemma 2.24 (Existence of Laplace). Let f € L2(Q). The variational solution w € H}(Q) of the
Laplace equation
(Vv, Vo) = (f,¢) VdeV

is unique.

Proof. By
L) = (f,d) Vo € H}(Q)

a linear functional in H(l)(Q)* is given, as it is bounded

L) < (f,¢) < [f]l lo]l < cpllfll IV,

and obviously linear. The variational formulation is the H{-scalar product. The problem is
therefore equivalent to the formulation

(W, @0y = LUd).
According to Riesz, such a u € H}(Q) exists uniquely. Furthermore it holds
vy o) = IVull = Uk o)- < cplfll-

O

Auf das allgemeine elliptische Problem kann der Riesz’sche Darstellungssatz nicht ange-
wendet werden. Das Problem ist nicht durch ein Skalarprodukt gegeben. Wir benttigen den
allgemeineren:

Lemma 2.25 (Lax-Milgram). Sei V ein Hilbertraum, | € V* ein stetiges lineares Funktional und
a:V x 'V — Reine stetige und elliptische Bilinearform:

a(w,v) < Mullv [vlv Yu,veV, a(uu)=y|ul}, vueV.
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Dann existiert eine eindeutige Losung w € V der Variationsgleichung:
alu,v) =1v) Wwey,

welche stetig von den Daten abhingt:

1
[ullv < Z[[Ulv-.
Y

Proof: (i) Fiir jedes feste u € V ist wegen der Stetigkeit der Bilinearform ein stetiges lineares
Funktional A,, € V* definiert:

Aulv) = alw,v) S Mylly we V.

Da V ein Hilbertraum ist gilt der Darstellungssatz von Riesz und es existiert ein Element
Au €V, so dass gilt:
(Au,v)v = Ay(v) = a(u,v) WweV.

Esistalso durch den Riesz’schen Darstellungssatz ein Operator A : V — V definiert, welcher
jedem Element u € V ein Element Au € V zuordnet, so dass sich die Bilinearform durch
das Skalarprodukt ausdriicken lésst. Es gilt:

afw,v) _ M{lullv [[v]lv

[Au]lv = [|A]

v+ = sup < M|jul|v. (2.9)

vev [MIv Tvev  IVIlv

(i) Fiir ein festes r € R definieren wir einen weiteren Operator T, : V — V durch
(Tru,v)y == (u,v)y + r(l(v) — (Au,v)v) Yv e V.
Es gilt fiir zwei Elemente u,w € V:
(Tru—Tw, v}y = (u—w—TA(u—W),Vv)y.
Wir wihlen die Testfunktion v := T,u — T,w

[Tru—Tw|} = (u—w—TA(u—W),u—Ww—TA(L—W))y 510
= lu—wl} —2r(A(u—w),u—w)y + T (A{u—w), A(u—w))y. (10)

Es gilt wegen der Elliptizitat
(Alu—w),u—wly = alu—w,u—w) > vlu—w|3,
und mit
(Alw—w), Alu—w))y = [Alu—w)[]R, < M*[lu—w|R,.

Zusammen folgt aus ([2.10))

ITruw— TrWH%/ <1—2ry+ M2T2|Hu — W”%/
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2.2 Elliptic Problems

Und fiir

2
N—2ry+ M2 <1 & re (0,]\}2),

ist T, eine Kontraktion und mit dem Banach’schen Fixpunktsatz existiert ein eindeutig be-
stimmtes u € V mit T,u = u. Und dann:

Tu=u = (Auv)=1v) WeV.
(iii) Es existiert also eine Losung. Angenommen es wiirden zwei Losungen u;,up € V mit
W = u; — Uy existieren. Dann gilt:
a(w,v) =0 WveV.
Und wegen der Elliptizitat:

0:a(w,w)2y\|w||%/ = w=0.

(iv) Abschliefiend gilt fiir die Losung die a priori Schranke:
Yl < alw,w) =1w) < v fulv.
g

Dieser Satz kann nun unmittelbar auf das allgemeine elliptische Problem angewendet wer-
den:

Korollar 2.26. Sei L ein elliptischer Operator mit den Eigenschaften aus Satz Weiter sei f €
L%(Q). Dann hat die Gleichung:

Lu=finQ, u=0aufdQ,
eine eindeutig bestimmte schwache Losung w € H{(Q) und es gilt:
c
Viflez(a) < f\lfllp(m,

mit der Poincaré-Konstante Cp.

Proof: Durch 1(v) = (f, v) ist ein lineares, stetiges Funktional bestimmt:
1v) = (f,v) < [Ifllz(y IVilez () < eplifliizia)llVVliizia) W € H(Q).
Mit dem Satz von Lax-Milgram folgt die Aussage. O

This result is not optimal in terms of the right hand side. Every f € L?(Q) defines a functional
L € H}(Q)* by

Up)=(f,dla = [UPI <[V
It is however not necessary to choose f € L?(Q). Lax-Milgram requires f € H}(Q)* to gua-

rantee a solution u € Hé (Q). We can identify [2(Q)asa subspace of the dual space Hé (Q)*.
We define
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Definition 2.27 (Dual space of H}(Q)). By

1
Whirio) = sup
peri() IVl

we define the H™1-dual norm. By
HH Q) ={l: H}(Q) = R, [[Un-1(0) < oo}

we denote the dual space of H}(Q).

The space H™1(Q) is the dual space of H}(Q) with respect to the scalar product (V-,V-)q
that only by Poincaré’s inequality is a homogenous.

Further,

Definition 2.28 (Duality product). Let V be a vector space with dual space V*. We define the
duality product
<17V>V*><V =1v) WYweV, VieV":

Using this more general concept, the Laplace problem has a weak solution u € H}(Q) for
all f € H71(Q) and it holds

(Vu, Vo) = (f,d) Ve HH(Q) = [[Vu| = |fllu-1(0)-

One examples for a H™!-functional 1 € H™!(Q), that cannot be represented as an L?-function
via
L) = (f,d)a Vb e H(Q),

is the evaluation of a line integral, i.e.
)= | dkax

where I, C Q) is a line segment within the domain. By the trace inequality we know, that
such a trace exists, i.e. we know the estimate

L) = ’J | d(x) dx| < [[d]lr, v/ ITinl < VITinler, 19111 q)-

Hence, 1 € H71(Q). There exists however no such f € L?(Q) that represents this functional.
Considering the problem

(Vu, V) = Jr‘ Olx)dx Y € HY(Q),

we must use this generalized concept of the right hand side.
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Regularitat der Losung Von entscheidender Bedeutung fiir das weitere Vorgehen ist
die Regularitdt der Losung u € H}(Q). Falls wir z.B. u € H%(Q) zeigen kénnen, so folgt aus
dem Einbettungssatz H2(Q) — C(Q) die Stetigkeit der Losung. Um zu garantieren,
dass u eine klassische Losung ist, also u € C?*(Q) benétigen wir hohere Regularitét. Der
Einbettungssatz fordert in d rdumlichen Dimensionen fiir die Einbettung H™(Q) —
C?(Q):

d d
m——>2 & m>24+ —,
2 +2

also benéstigen wir m = 4 und u € H*(Q).

Zunichst gilt einfach:

Lemma 2.29 (Schwacher Laplace). Fiir die verallgemeinerte Lisung w € H}(Q) der Laplace-
Gleichung ist Aw im schwachen Sinne definiert und liegt in 12(Q).

Proof: Sei u € H}(Q) die schwache Losung von (Vu, Vv) = (f,v) fiir alle v. Dann gilt:
(f,v) = (Vu, V) = —(u,Av) W e Cz(Q).
Also ist f = —Au im Sinne der schwachen Ableitung mit
f=—Aue L%(Q).

0

Es zeigt sich nun, dass sich die Regularitdt der Daten auf die Regularitdt der Losung tibertragt.
Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen spielt jedoch die Regularitdt des Ge-
biets eine entscheidende Bedeutung. Ohne Beweis:

Lemma 2.30 (Regularitdt der Losung). Sei Q polygonal und konvex, oder besitze einen Rand
der Klasse C? (lokal parametrisierbar durch eine zweimal stetig differenzierbare Funktion). Im Falle
f € L2(Q) gilt die a priori Abschitzung:

ullhz(o) < cesliflliz @),

mit einer von f unabhingigen Stabilititskonstante c.

Dieser Satz sichert uns die Stetigkeit der Losung u € H(l)(Q) N C(Q). Die Konvexitit des
Gebiets ist entscheidend. Ausgeschlossen sind einspringende Ecken, also Kanten mit Innen-
winkel w grofer 180°. Wir betrachten auf dem “Tortenstiick” aus Abbildung[2.1|die Poisson-
Gleichung;:

“Au=0, u(r,0)=0 00, 7], u(1,0)=sin(D).
w w

In Polarkoordinaten ist die Losung gegeben durch:

u(r,0) = T sin (ge> .
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w

torte.pdf

Abbildung 2.1: Gebiet mit einspringender Ecke.

Fir w € (m,2n) gilt u € HY(Q), aber u ¢ H2(Q). Der Fall w = 27 wird Schlitz-Gebiet
genannt.

Allgemein gilt:

Lemma 2.31 (Hohere Regularitit der Losung). Fiir ein m > 0 sei f € H™2(Q). Weiter sei Q
ein Gebiet der Klasse C™ 2. Dann gilt fiir die Lisung des Poisson-Problems

[ul[Hm o) < clfllum—2(q),

mit einer von f unabhingigen Konstante c.

Abschliefiend beweisen wir als wichtige und grundlegende Aussage fiir elliptische Glei-
chungen

Lemma 2.32 (Elliptisches Maximumprinzip). Fiir den elliptischen Operator
Lu:=—-Au+ au,

mit a > 0 gilt auf dem Gebiet Q C R¢ das Maximumprinzip. D.h., eine Funktion uw € C2(Q) N
C(Q) mit der Eigenschaft Lu < 0 hat kein positives Maximum im Innern. Es gilt also

u(x) < 0 fiir alle x € Q oder maxu(x) = max u(x)
x€Q x€00

Proof. Wir beweisen den einfachen Fall a > 0. Sei also Lu < 0 und z € Q ein inneres
Maximum mit u(z) > 0. Dann gilt notwendig

Vu(z) =0, 0Oxxu(z) <0, 0..u(z) <O0.

Also folgt:
—Au(z) >0

aus au(z) > 0 folgt der Widerspruch. O

In einer Dimension besagt das Maximumprinzip gerade die Konvexitédt einer Funktion mit
Oxxu(x) > 0.
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2.3 Parabolische Probleme

Es sei nun L ein elliptischer Differentialoperator auf dem Gebiet Q C RY. Dann betrachten
wir auf dem Zeit-Orts-Gebiet [ x Q mit I = [0, T] die parabolische Anfangs-Randwertaufgabe

otu(x,t) + Lu(x,t) = f(x,t) V(x,t) e Q x 1,
mit der Anfangsbedingung
u(x,0) = u’(x),
und den Randbedingungen von Dirichlet, Neumann oder Robin-Typ.

Als Prototyp einer parabolischen Differentialgleichung betrachten wir die Warmeleitungs-
gleichung auf einem Gebiet Q C R4 und einem Zeitintervall I = [0, T] mit Dirichlet-Randwerten:

dru(x,t) —Au(x,t) = f(x,t) inIxQ, u(x,0)=u’, u(x,t)=0auflxdQ. (2.11)

Zur Beschreibung einer Losung dieser Gleichung werden wir wieder eine schwache For-
mulierung herleiten. Hierzu ist es wesentlich, die notwendige Regularitidt der auftretenden
Funktionen zu untersuchen. Neben der 6rtlichen Komponente hat die Losungu: IxQ — R
nun auch eine zeitliche. Im Ort werden wir wie bei den elliptischen Differentialgleichungen
den schwachen Regularitdtsbegriff der Sobolew-Raume verwenden. Wir definieren:

Definition 2.33. Sei V := W™P(Q) ein Sobolew-Raum im Ort. Sei 1 := (0, T) ein Intervall. Der
Raum C(I; V) besteht aus allen stetigen Funktionen w: 1 — V mit Werten in V mit der Norm

lullc(1.vy) = max [[u(t) v
tel

Wir interpretieren also jede solche Funktion u : I x Q — R auch als Funktionu : I — V
mittels
u(t, x) = [u(t)](x),

mit u(t) € V.

Diese Funktionen sind stetig in der Zeit und haben einen Wertevorrat im Sobolew-Raum
V. Wir miissen diesen Regularitdtsbegriff in der Zeit weiter abschwéchen und definieren
weiter:

Definition 2.34 (Zeitliche Sobolew-Rdaume). Sei V := W™P(Q) ein Sobolew-Raum im Ort.
Der Raum W™ 9(1; V) besteht aus allen Funktionen w : I x () — R deren m-te Zeitableitung 9{™u
im schwachen Sinne existiert und welche beschrinkt sind beziiglich der Norm

1
q

m
elwmairvy = | D 0@y |
=0
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beziehungsweise im Fall q = oo

m
[ullwmes (1;v) = esssup (Z alu(t)v)

j=0

Fiir diese Rdume gelten wieder die Einbettungssédtze. Man beachte, dass die Dimension des
“zeitlichen Gebiets” stets 1 ist:

Lemma 2.35. Sei w € WP (1; V). Dann gilt:
(1) uweC(IV),

t

(1) u(t) =u(0) + Jo otu(s)ds sel,

(1) ulledy) < cllullwir vy

Im Folgenden leiten wir eine schwache Formulierung der parabolischen Gleichung ([2.11))
her. Fiir die rechte Seite f und den Startwert fordern wir die Regularitat

fe L2 L%(Q)), u’el?Q),

d.h., die rechte Seite f ist beziiglich Ort und Zeit in L2. Wir multiplizieren (2.11)) fiir festes
t € I mit einer Funktion ¢ € C(Q) und integrieren iiber das raumliche Gebiet Q. Mit
partieller Integration erhalten wir

JQ oru(x,t)Pp(x)dx + J

Vu(x,t) - Vo(x)dx = J f(x,t)d(x)dx, fiir fastallet € 1.
Q

Q
Wir diirfen diese Gleichheit nur fiir fast alle t € 1 ansetzen, da die rechte Seite f € L2(I; L%(Q))
aufgefasst als Funktion f : I — L2(Q) ja auch nur fiir fast alle t € I definiert ist.

Die gesuchte Losung u : I — V kann zeitlich gesehen also nur in L2(I; V) liegen. Die optimale
ortliche Regularitit ergibt sich wie bei den elliptischen Gleichungen fiir V = H(Q), so dass
die Ableitungen schwach definiert sind und alle Integrale existieren. Mit u : I — V und
f: 1 — L%(Q) schreiben wir kiirzer:

(Otu(t), d)a + (Vu(t),Vd)a = (f(t),d)a Vo € HH(Q) und fiir fastallet € I. (2.12)
Fiir die Losung u : I — V gilt also:
ue L3 H(Q)).

Es bleibt, die Regularitadt der Zeitableitung 9, u zu diskutieren, da u zeitlich zundchst nur in
L2 liegt (und von Ableitungen im strengen Sinne nicht die Rede sein kann). Es gilt fiir jedes
¢ € HA(Q):

< [FOIH @l + [[Vu)[ [Vl

< (ep[[F®) + IVu® NIV,
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mit der Poincaré-Konstante cp. D.h., die Zeitableitung 01 (t) definiert fiir fast jedes t € I
ein stetiges lineares Funktional auf dem H}(Q), oder anders ausgedriickt: 3¢ 1i(t) € H1(Q)
fir fast jedes t € I, denn:

0
Pt = sup QO ) 4w

peHi() IV

Wir definieren

Definition 2.36 (Schwache Formulierung der Warmeleitungsgleichung). Sei Q C R¢ ein
Gebiet und 1 = (0, T) das zeitliche Intervall. Wir suchen die Losung

uel3(LHNQ)), dwmel*)(LH1(Q)), (2.13)
S0 dass
(Qeu(t), d) + (Vu(t), Vo) = (f(t), ¢) VY € Hy(Q), (2.14)
fiir fast alle t € Tund
u(0) =u?, u‘lxaa =0.

Es gilt der folgende Regularititssatz fiir den Losungsraum

Lemma 2.37. Angenommen u € L2(I; H}(Q)) und 3¢u € L2(I; H1(Q)). Dann gilt
ue C(LL3(Q)),

und
wllemizi)) <c <Hu||L2(1;H3(Q)) + HatuHLm;Hﬂ(Q))) ;

mit einer Konstante ¢ > 0 unabhingig von u. Weiter ist die Funktion t — ||u(t)\|%2(ﬂ) absolut

stetig und es gilt
d

a”u(t)H2 =2(0¢u(t),u(t))q fiirfastallet € 1.

Dieser Satz besagt also, dass jede schwache Losung von (2.14]) mit der Regularitat (2.13))
eine beziiglich der Zeit stetige Funktion mit Werten in L?(Q) ist. Dies erlaubt insbesondere
die Vorgabe eines Anfangswertes u’ € L?(Q).

Existenz einer Losung Der Nachweis der Existenz einer Losung der Wiarmeleitungs-
gleichung ist aufwéndiger als bei den elliptischen Gleichungen. Wir skizzieren hier nur das
Vorgehen.

Zunichst sei durch {wy }x >0 ein Orthogonalsystem von Eigenvektoren des Laplace-Operators
L := —A gegeben. Die wy seien normiert bzgl L2(Q). Fiir ein festes m definieren wir den
endlich dimensionalen Raum

Vi i=span{wy, ..., Wm},
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und suchen die Galerkin-Approximation um € L?(I; V4, ) mit der Darstellung

Um(x, ) = ) dic(t)wi(x), (2.15)
k=1

als Losung von
(Otwm, wi) + (Vum, Vwy) = (f,wy), 1=1,...,mund fiir fastalle t € I. (2.16)

Mit dem Ansatz gilt:

> {Beakt (Wi, i) + At (Vor, Voo } = (fwd), k=1,...,m.
k=1

Die wy sind eine L2-Orthonormalbasis, das System ist also dquivalent zu einem System aus
linearen gewohnlichen Differentialgleichungen fiir d(t) : I — R™:

ded(t) + Ad(t) = (1), (2.17)
mitder Matrix A = (ax)t_; und axy := (Vwy, V) und f: T — R™mit f = (f(t), wy )78,

Nun gilt:

Lemma 2.38. Fiir jedes m = 1,2,... besitzt das System (2.17)) eine eindeutige Lisung wm €
L2(L; Vi) mit

Itﬂea% [um (O + lumllez (i) + 1Ptumllizm-1) < Ifllzaez) + uWlli2(q)-
Jetzt beweisen wir

Lemma 2.39 (Existenz einer Losung der Warmeleitungsgleichung). Die Wiirmeleitungsglei-
chung hat fiir jedes f € 12(1;12(Q)) und u° € 12(Q) eine schwache Lisung mit

I?g%(’\u(t)ﬂ +ullzamz o)) + 10eullz o)y < Ifle@e) + 1WWlew):

Proof: (i) Es existiert also nach Satz eine beschrinkte Folge u.,, € L?(I; H(Q)). D.h.,
es existiert eine Teilfolge (1tm, )1>1, welche schwach in L2(I; H}(Q)) gegen eine Funktion u €
L2(I; H3(Q)) konvergiert, also

(Wm,v) = (W, v) YW e 2L HHQ)) (1 — o0).

(ii) Wir wihlen nun ein festes N € IN und eine Funktion v € C!(I; H}(Q)) gemaf

N
vix,t) = ) di(t)w(x), (2.18)
k=1
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mit stetig differenzierbaren dy, € C!(I). Fiir jedes m > N folgt dann mit der schwachen
Konvergenz:

(Ottm, V) + (Vim, Vv) 22 (9¢w,v) + (Vu, Vv) W gemif (2.18).
Da die Funktionen gemaf fiir N — oo dicht in L2(I; H}(Q)) liegen gilt:
(Qew,v) + (Vu, V) = (f,v) W e L*(Q),
und der schwache Grenzwert u ist Losung der Differentialgleichung.

(iii) Es bleibt zu zeigen, dass u den Startwert erfiillt, dass also gilt u(-,0) = u’. Fiirv €
CHI; H(Q)) mit v(T) = 0 folgt wegen u € C(I;H}(Q)) aus der schwachen Formulie-
rung (2.14)):

Jl(f,v) dt = J (0¢u,v)dt + JI(Vu, Vv)dt
=

I
W(T),v(T)) — (u(0), v(0)) —J

=0 (u%,v(0))

= —(u’,v(0)) — L (u,0¢v)dt + JI(Vu, Vv)dt

(u, 0¢v) dt + J (Vu, Vv) dt
I

I

Ebenso gilt fiir jedes wy, € L2(L; Vin):

J (f,v)dt = —(umn (0),v(0)) — J (Wm, 0¢v) dt —i—J (Vum, Vv) dt.
I

I I

Aus der schwachen Konvergenz u,, — u folgt dann
(um (0),v(0)) — ((0),(0)) = (u°,v(0)) ¥v(0) € Hy(Q).
a

Eindeutigkeit der Losung Angenommen uj,uy € L?(I;H}(Q)) mit dyuy, drus €
L2(I; H1(Q)) seien zwei schwache Losungen von . Dann gilt fiir w := u; — up mit
w(x,0) =0

(0ew(t),d) + (Vw(t), V) =0 fiir fast alle t € 1.

Fiir ¢ = w(t) erhalten wir hieraus mit Satz
1
0= (0ew(t),w(t)) + [|[Vw()|* = §at\|w(t)\|2 + [[Vw(t)||? fiir fastalle t € I.

Wir integrieren iber t von 0 bis s € I:

0 =J {anw(t)w + ||va||2} dt = [[w(s)| - ||w(0)||2+j Vw2 dt.
o (Ot ~— 0

Also s
||w(s)|]2 = —J HVw(t)H2dt <0 = |w(s)]|]=0 Vs>0,
0

und die Losung ist eindeutig.
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Eigenschaften der Losung Wie bei den elliptischen Differentialgleichung kann ei-
ne analytische Losung nur in Spezialfdllen angegeben werden. Wir versuchen aber formal
durch die Methode der “Variablenseparation” eine Losung zu erstellen. Wir betrachten das
homogene Problem

dru—Au=0, u(x,0)=u’(x), u=0auflx Q. (2.19)
Mit dem Ansatz u(x, t) = v(x)(t) erhalten wir:

dub(t) _ Avlx)
V(t)  v(x)
Orts- und Zeitvariablen konnen unabhingig voneinander variert werden, die Gleichheit gilt

fur alle x € Q und t € 1. D.h,, die beiden Faktoren v(x) sowie {(t) miissen Losungen der
Eigenwertprobleme

hiu=Au = OoYv=9YPAv = = —A.

—Av(x) =Av(x)x € Q, —Pp'(t)=APp(t)t=0

mit homogenen Dirichlet-Bedingungen v = 0 auf 0Q im Ort und ¥ (0) = 1 in der Zeit. Fiir
das zeitliche Problem ergibt sich fiir jedes A > 0 die Losung;:

Palt) =e ™, t>0.
Im Ort erhalten wir die Eigenwerte des Laplace-Operators, also mit
—Awj(x) = Awj(x) j=1,2,...,

ein L2-Orthonormalsystem aus Eigenwerten w; € [2(Q) und Eigenwerte 0 < Apin = A1 <
Az < ---.Jede Losung von (2.19)) ldsst sich schreiben als

o0
ulx,t) =) e Mawi(x),
i=1

wobei die Entwicklungskoeffizienten p; gerade die Entwicklungskoeffizienten des Start-
werts sind:

u(x) = u(x,0) = i Ui Wi.
i=1

Fiir eine parabolische Differentialgleichung mit rechter Seite f = 0 hdngt die Losung na-
turgemdfs lediglich von den Anfangswerten ab. Die einzelnen Losungskomponenten fallen
exponentiell in der Zeit ab. Je grofer der Eigenwert A;, umso schneller fallt die entsprechen-
de Losungskomponenten ab. Im Spezialfall Q = (0,1) C R gilt

_axij (x) = }\) Wj (x),

sin(jmx)

([ sin?(jmx) dx) 3

wj(x) =
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2.3 Parabolische Probleme

Die Losung setzt sich also aus Sinus-Schwingungen zusammen. Je grofser der Eigenwert,
umso grofser die Frequenz der Schwingung. Hieraus kann bei genauer Analyse gefolgert
werden, dass die Losung u von zu jedem Zeitpunkt t > 0 beliebig reguldr ist, auch
wennnuru’ € L2(Q) gilt. Dies liegt daran, dass gerade die hochfrequenten, also irreguléren
Komponenten im Startwert besonders schnell geglittet werden, da exp(—j?n%t) fiir j — oo
schnell klein wird.

Wir beweisen fiir die Losung der klassischen Formulierung

Lemma 2.40 (Parabolisches Maximumprinzip). Fiir jede Losung der Wirmeleitungs-Ungleichung
Jru—AuU<0in Q
gilt das Maximumprinzip. Sie nimmt im Innern des halboffenen Zylinders Q = Q x (0, T] kein

striktes Maximum an.

Proof: Es sei u € C!(I; C?(Q) N C(Q)) eine klassische Losung der Wiarmeleitungsgleichung
dann ist die Funktion v, :=u — ¢t fiir jedes ¢ stetig und nimmt in einem Punkt (x, tg) € Q
ihr Maximum an. Wir nehmen nun an, dass (xo, to) € Q, also im Innern des Zylinders liegt.
Dann ist 0xxVe (X0, tg) < 0 und also

0 Ve (X0, to) < 0¢ve (X0, to) — OxxVe (X0, to) = 0ru(xo, to) — € — OxxU(Xp, to) < —¢.

Da die Funktion v, auf Q stetig ist, gilt dann auch in einer Umbebung (xo,t) fiir t € (to —
h, tg], dass

1
atvE(X07 t) < _55'

Dies fiithrt auf einen Widerspruch zu v (xo, to) < ve(xp,t’) und die Funktion v, nimmt ihr
Maximum notwendig bei t = 0 an. Da v, stetig ist und ¢ beliebig gilt diese Aussage auch im
Grenzfall ¢ — 0. O

Aus dem parabolischen Maximumprinzip ldsst sich wie im elliptischen Fall die Eindeutig-
keit der klassischen Losung herleiten. Weiter kann gezeigt werden, dass die Losung der
homogenen Gleichung

dru—Au=0, u(x,0)=u’(x), u=0auflxdQ,
mit positiven Anfangsdaten u® > 0 fiir alle Zeiten nicht negativ bleibt:

0 < u(x,t) < maxu’(z).
zeQ

Im folgenden befassen wir uns mit dem allgemeinen Fall der inhomogenen Warmeleitungs-
gleichung. Es gilt
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Lemma 2.41 (Beschranktheit der Losung). Fiir die Losung der inhomogenen Wirmeleitungs-
gleichung (2.11)) gilt die a priori Abschitzung

lu()] < e [u]| + A~ sup [|f(1)])
t>0

mit dem kleinsten Eigenwert A des Laplace-Operators L = —A auf Q) mit homogenen Dirichlet-
Randdaten.
Proof: (i) Wir stellen die Losung u = v +w als Summe der Losungen zweier Hilfsprobleme

dar:

=0
= 0.

0¢tv—Av=0in1 x Q, v‘t:():uo,

oxw—Aw =finl x Q, v|t:0:07

"|aQ

V‘aQ

Diese Aufteilung (Superpositionsprinzip) gilt offenbar wegen der Linearitdt der Warme-
leitungsgleichung und sie hilft, die beiden Dateneinfliisse durch Anfangswert und rechter
Seite zu trennen ||u(t)|| < ||[v(t)] + ||[w(t)]].

(i) Wir starten mit einer Abschatzung fiir v(t). Wir tiberfiihren die erste Gleichung gemaf3 (2.14))
in die variationelle Formulierung und setzen als Testfunktion ¢ = v. Es gilt:

1
AV + [IVv)]* =0

2At

Weiter multiplizieren wir mit e“** und erhalten

1
At V()]?) =AM v(v)]| + e [ V()| =
A ist der kleinste Eigenwert des Laplace-Operators, es gilt also A|[v||? < ||[VV||? und es folgt:

1

*d 27\t v(t

SNV

Integration tiber t liefert
e*Mv(t)|? 0 =[[u’I* = |vH)]<e M u’.

< [lv(0 [

(iii) Wir betrachten nun ||w(t)||. Wir transformieren entsprechend durch Multiplikation mit
w(t) und Integration im Ort. Mit der Young’schen Ungleichung |ab| < $A~!a? + $Ab? gilt:

1 1. 1
§dt\|w(t)||2 +[IVw(B)[* = (f,w) < A I+ 5?\\\W||2
und mit A w(t)||? < ||[Vw(t)|? folgt

de[lw(t)]* + [Vw(B)[ < A2
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Wir multiplizieren mit e
de (M w(t)[2) — AM w2 + M [ Tw(t)][2 < eMAIf]2,
und erhalten also wie in Teil (if)
de (e w(t)]*) < AT If]%.

Integration tiber t liefert

t
M w(t)]|* — [[w(0)]* < 7\1J e[ f(s)]|* ds,
N—— 0

=0
bzw.
t
Iw(t)]2 < Ale“J & [£(s)[2ds
0
t
<A Lsup |f(t)y2e“J eMs ds.
t>0 0
Es gilt

t
0

und somit folgt das Ergebnis:

[w(t)]| <A~ " sup [[f(t)]].
t>0

O

Wie bereits im eindimensionalen diskutiert fallt der Einfluss des Startwerts exponentiell ab.
Von der rechten Seite hiangt die Losung stetig ab. Die Warmeleitungsgleichung hat eine sehr
wichtige Glattungseigenschaft. Auf fiir irreguldre Anfangsdaten ist die Losung fiir t > 0
stets reguldr (wenn dies die rechte Seite erlaubt):

Lemma 2.42 (Regularitat der Losung). Fiir die Losung der homogenen Wirmeleitungsgleichung
mit f = 0 gilt

[ocu(t)]| + [[Au(t)] <
[2eu(t)] + | Au(t)] <

vorrausgesetzt der Anfangswert erfiillt jeweils die notwendige Regularitiit.

Proof: (i) Fiir den Beweis nutzen wir wieder die Darstellung der Losung in den Eigenfunk-
tionen wj des Laplace-Operators

u(x,t) = Z ug)wj (x)e Nt

>0
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wobei u? gerade die Entwicklungskoeffizienten des Anfangswerts sind. Es gilt:

dulx, t) = Au(x,t) = — ) uw;(x)Ae N,
j=0

(if) Wir wollen jetzt die Norm der Losung bestimmen. Die wj sind L2-orthonormal und mit
der Parseval’schen Identitit gilt:

[Bru(t)* = [[Au(t)|* = Y (uf)*ATe M1, (2.20)
j=0

Hieraus folgern wir unmittelbar die erste Ungleichung;:

[Peu(t)]® = lAu(t)|> < ) (u))A? = ||Aau’|?.
j=0

(iii) Weiter mit (2.20)) und der Ungleichung xe ™ < 1 fiir x > 0:

[9¢u(t)[]* = [[Au(t)|? =t 2 Z(ug})2 (tA)Ze 2Nt < 2 |uf)|%.
H—/

j =0
> <1

g

Dieser Satz bedeutet also, dass auch fiir Anfangswerte u? welche lediglich in L2(Q) liegen
die Losung fiir jeden Zeitpunkt t > 0 glatt ist, dass also z.B. u(t) € H2(Q) liegt. Diese
Argumentation kann beliebig fortgefiihrt werden und wir erhalten die Ungleichung

JoPu(t)] + [V2Pu(t)] < c(p)tPulf, >0, pe .

Auf
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3 Die Finite Elemente Methode fur
elliptische Probleme

Wir betrachten elliptische partielle Differentialgleichungen auf einem Lipschitz-Gebiet QO C
R4 mit d > 2:
—div(AVu) +b - Vu+cu =f.

Essei A € [L*®(Q)]9*¢ eine positiv definite Koeffizientenmatrix, b € [L*®(Q)]¢ ein diver-
genzfreier Transportvektor (also V - u = 0), sowie ¢ € L*°(Q) mitc > 0.

Laut Satz [2.16] ist jede Losung der Differentialgleichung auch Lésung des Variationspro-
blems
ueVv: alu,o)=(f,p) Vb eV, (3.1)
mit
a(u, ¢) = (AVL, V) 5 + ((b- VIu, ¢) + (cu, ¢).
Die genaue Wahl des Test- und Ansatzraums V hiangt von den Randwerten des Problems

ab. Bei Verwendung von Dirichlet-Werten ist V = H}(Q), bei reinen Neumann-Werten ist
V =HYQ)/R.

Die Losung dieses unendlich dimensionalen Problems ist mit analytischen Mitteln nur in
Spezialfdllen moglich. Wir werden daher Verfahren zur Approximation von Losungen un-
tersuchen. Die sogenannten Finite Differenzen-Verfahren zielen auf eine Approximation der
Ableitungen im Differentialoperator: Die Losung wird nicht in ganz Q berechnet, sondern
nur in diskreten Punkten x; € (). Zwischen diesen Punkten werden die Ableitungen durch
Differenzenapproximationen dargestellt. In dieser Vorlesung betrachten wir ausschlieflich
Variationsmethoden. Wir diskretisieren die variationelle Formulierung durch die Wahl von
endlich dimensionalen Test- und Ansatzraumen V;, C V.

3.1 Allgemeine Galerkin-Verfahren

Es sei Vi, C V ein endlich dimensionaler Teilraum mit
dim Vi, = Ny, € IN.

Der Diskretisierungsparameter h beschreibt die Feinheit der Diskretisierung. Je kleiner der Pa-
rameter h, umso grofier die Rdume:

Np — 00 (h—0).
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Definition 3.1 (Galerkin-Approximation). Sei a(-,-) eine stetige, elliptische Bilinearform. Die
Galerkin-Approximation von (3.1)) im Teilraum Vy C V ist gegeben durch:

Up € Vi alup, dn) = (f,dn) Von € Vy. (3.2)

Zur Diskretisierung werden Test- und Ansatzraume auf endlich dimensionale Teilrdume
Vi C V eingeschréankt. Dieser endlich dimensionale Teilraum V4, erbt die Eigenschaften von
V, er ist wieder ein Hilbertraum. In der Analyse von Galerkin-Approximationen werden wir
viele Elemente der theoretischen Betrachtungen wieder anwenden konnen.

3.1.1 Losbarkeit und Galerkin-Orthogonalitat

Lemma 3.2 (Losbarkeit der Galerkin-Approximation). Sei a : V x V — R eine stetige (mit
Konstante M > 0) und elliptische (mit Konstante y > 0) Bilinearform und sei f € V* ein stetiges
lineares Funktional. Dann gibt es eine eindeutige Losung uyn, € Vi, von (3.2) und es gilt:

1
[unllv < —[If]lv-.
Y

Proof: Der endlich dimensionale Teilraum V3, C V erbt die lineare Struktur von V sowie
Skalarprodukt und Norm. Als endlich dimensionaler Teilraum ist V}, abgeschlossen, also
ein vollstdndig und hier ein Hilbertraum.

Der Satz von Lax-Milgram kann angewendet werden und liefert Existenzaussage und Ein-
deutigkeit. O

Aufgrund der Teilraumbeziehung V}, C V konnen bei der Analyse von diskreten Galerkin-
Approximationen die funktionalanalytischen Eigenschaften des Hilbertraums V unmittel-
bar iibertragen werden.

Lemma 3.3. Unter den Voraussetzungen von Satz ist Problem (3.2)) dquivalent zur Losung
eines linearen Gleichungssystems
Anhun = bn,

mit einem Koeffizientenvektor uy, € RN®, einer rechten Seite by, € RN und mit einer positiv
definiten Matrix Ay, € RNMNw Falls b = 0 (kein Transport-Term) so ist die Matrix symmetrisc

Ap=AJ.

Proof: (i) Wir wihlen eine Basis {¢1, ..., dn,} C Vi von Vi Jede Funktion vy, € V}, kann
in dieser Basis entwickelt werden

N;
vh(x) =) vid;(x).
j=1
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Der Vektor by, auf der rechten Seite berechnet sich als
(br)i:=by=(f, 1), i=1,...,Np.
Fiir die Losung uy, mit Koeffizientenvektor uy, gilt wegen der Linearitat der Bilinearform:

alup, di) = (f,d1) Vi=1,...,Ny

N
& Y aldj )y =b; Vi=1,...,Ny
j:1 iZAij
& Anun=bn, mitAn = (Ay), Ay = alds, b,

(i) Fiir beliebigen Koeffizientenvektor v, € RN® gilt:

(Anvi, Vi) = a(Vh, Vi) > YHVhH%/ >0,

wobei v die Elliptizitatskonstante der Bilinearform ist.
(iii) SchliefSlich gilt im Fall b = 0

Ay = a(dj, di) = (AVd;, Vi) + c(dj, di)
= (Vdj, AVDi) +c(di, da) = aldi, dj) = Aji.
Hier haben wir genutzt, dass die Koffizientenmatrix A : Q — R*4 symmetrisch ist. 0

Die Matrix Ay, wird Steifigkeitsmatrix genannt. Diese Matrix “erbt” die Eigenschaften der
Bilinearform: ist diese symmetrisch, so ist auch die Steifigkeitsmatrix symmetrisch. Aus der
Beschranktheit (Stetigkeit) der Bilinearform folgt die gleichméfiige Beschranktheit der Ma-
trix. Als positiv definite Matrix ist Ay, stets regulér.

Die Wahl der Basis war fiir den weiteren Beweis unwesentlich. Die Matrix A dndert sich
nattirlich je nach Basis, die Eigenschaften Regularitét, positive Definiteheit und gegebenen-
falls Symmetrie bleiben jedoch stets bestehen.

Das allgemeine Galerkin-Verfahren besteht nun aus den folgenden Schritten:
1. Wihle einen diskreten Teilraum V;, C V.
2. Wihle eine Basis {¢i, i=1,..., Ny} von Vy,.
3. Lose das lineare Gleichungssystem Anun = by.

Um ein konkretes Galerkin-Verfahren zu erhalten muss also zunichst ein Teilraum V;, gewéhlt
werden. Dieser Teilraum soll moglichst grofs sein und nahe bei V liegen, nur so ist eine gu-
te Approximation zu erwarten. Andererseits soll das lineare Gleichungssystem moglichst
effizient zu 16sen sein, d.h., die Matrix Ay, soll gut konditioniert und nicht zu grofs sein.

Schliissel zur Analyse von Galerkin-Approximationen ist die:
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Lemma 3.4 (Galerkin-Orthogonalitdt). Der Fehler w — uy € V der Galerkin-Approximation
Un € Vi C V “steht orthogonal” auf dem Testraum Vy:

afu—un,dn) =0 Von € Vi
Proof: Diese wichtige Eigenschaft folgt durch Subtraktion von (3.1)) und (3.2)). O

Remark 3.5. Falls die Bilinearform a(-, -) symmetrisch ist, so stellt sie ein Skalarprodukt auf V und
Vy, dar. In diesem Fall fillt die Galerkin-Orthogonalitit mit dem iiblichen Orthogonalititsbegriff
zusammen.

Mit der Galerkin-Orthogonalitét erhalten wir schnell den folgenden Approximationssatz:

Lemma 3.6 (Lemma von Cea). Es seien die Voraussetzungen von Satz [3.2)erfiillt. Es seiu € V
die Losung von (3.1)) und uy, € Vy, die Losung von (3.2)). Es gilt die Fehlerabschitzung

M
u—unllv < — inf [ju—vnrv.
Y vhth

Proof: Aus der Elliptizitat folgt zusammen mit der Galerkin-Orthogonalitdt und der Stetig-
keit fiir ein beliebiges v,k € Vi, C V:
Ylu—unly < alu—un,u—up) = a(tt—up, w—Up + vy — i)
=a(u—up,u—vp)+au—uUp, Vi — un)
\Y
€Vh

=a(u—up,u—vy)

N

M|u —upllv [[u—vhlv.
]

Das Lemma von Cea besagt, dass die Galerkin-Losung bis auf die Konstante % die beste
mogliche Approximation von u im Funktionenraum V}, ist. Die Approximationsgiite eines
Galerkin-Ansatzes hingt also einzig von der Approximierbarkeit der Losung u € H}(Q) mit
Funktionen ¢y, € Vy, ab. Fiir die Herleitung von Fehlerabschitzungen muss eine spezielle
Approximation ¢y, € V}, gewdhlt werden, fiir welche Fehlerabschitzungen existieren. Hier
werden sich lokale Interpolationen anbieten. Interpolationen in diskrete Galerkin-Raume
werden wir detailliert untersuchen.

Remark 3.7 (Bestapproximation). Im Fall, dass a(-,-) symmetrisch ist, ist durch

IV|a == Va(v,v) Vve H(l)(Q),

eine Norm definiert. In dieser Norm gilt dann die Bestapproximationseigenschaft

u—u = inf |lu— .
= wnla = inf = dnlla
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3.1.2 Einige Begriffe

Das Prinzip der Galerkin-Approximationen ldsst sich noch erweitern und wir fithren ab-
schlieflend einige weitere Begriffe ein.

Definition 3.8 (Konforme und konsistente Galerkin-Approximation). Die Approximation

Uup € Vi alun, on) = (f, o) Von € Vi,

der Variationsgleichung

ueVv: auwd)=(f¢) VeV,
mit einem endlich dimensionalen Raum Vy, heifst V-konform, falls Vy, C V, ansonsten, im Fall
Vh ¢ V heifit sie nicht V-konform.

Die Galerkin-Approximation heifst konsistent, falls die exakte Losung die diskrete Gleichung erfiillt,
d.h.

a(uv q)h) = (f7 (I)h) vd)h € Vh-

Der Begriff der Konsistenz scheint zunéchst tiberfliissig. Jeder konforme Ansatz ist bisher auch
konsistent. Wir werden jedoch Verfahren kennenlernen, welche die Galerkin-Eigenschaft nicht
im strengen Sinne erfiillen und bei denen das diskrete Problem mit einer modifizierten dis-
kreten Bilinearform definiert ist, d.h.

Up € Vi an(un, On) = (f,dn) Vodn € Vn,

mit a(-,-) # an(:,-). Bei Betrachtung dieser Verallgemeinerung fallen die beiden Begriffe
konform und konsistent nicht mehr zusammen.

Oft ist es notwendig, nicht-konforme Approximationen zu untersuchen. Die fehlende Kon-
formitdat macht die Analyse weit aufwéndiger, da ohne die Teilraumbeziehung auch die
Galerkin-Orthogonalitit verloren geht. Dann gilt das Lemma von Cea nicht mehr.

Ein anderer Spezialfall ist die Wahl von unterschiedlichen Ansatz- und Test-Rdumen:

Definition 3.9 (Petrov-Galerkin-Verfahren). Es seien Vi, C V und Wy, C V zwei endlich di-
mensionale Teilrdume. Die Approximation

Up € Vii o alun, dn) = (f,dn) Vo € Wi

heif$t Petrov-Galerkin-Approximation.

Petrov-Galerkin-Approximationen kénnen gegebenenfalls wieder nicht-konform sein, wenn
Vh ¢ V oder Wy, ¢ V (oder beides). Fiir Petrov-Galerkin-Verfahren, welche konform im
Testraum W4, C V sind, gilt zwar die Galerkin-Orthogonalitdt bzgl. des Testraums Wy, C V.
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3 Die Finite Elemente Methode fiir elliptische Probleme

Die diskrete Losung uy, € Vi, # W, liegt jedoch nicht in diesem Raum. Im Beweis zum
Lemma von Cea 3.6 erhalten wir eine Abschitzung durch den Ansatz:

Yu—unlv < alu—up,u—up) = alu—up,u—vy) + alu—un, vy _&]/1/) Yvi € Wh.
ZWh

Wegen der fehlenden Galerkin-Orthogonalitit bleibt ein Konformititsterm erhalten. Die Her-
leitung einer Abschétzung fiir diesen Term kann sehr aufwandig sein.

3.1.3 Wahl der Ansatzraume

Wie bereits argumentiert sollte der Ansatzraum V3, so gewéhlt werden, dass er iiber gute
Approximationseigenschaften von Funktionen u € V verfiigt. Daneben muss das lineare
Gleichungssystem einfach zu l6sen sein.

Globale Polynomraume Als diskreten Funktionenraum V;, wihlen wir den Raum
aller Polynome bis zu einem bestimmten Grad. So konnen wir z.B. in d rdumlichen Dimen-
sionen den Raum

X

V](f) = span{x{"xg? - x3¢ 10 < «1,...,xq <1}

wdhlen. Dieser Raum hat fiir grofles r gute Approximationseigenschaften und wir kennen
Interpolationsabschdtzungen um den Fehler angeben zu kénnen. Es gilt

dim (V") = (r+1)%.

Wir betrachten den einfachen Fall d = 1 und das Laplace-Problem

a(uv d)) = (axua axd))

auf dem Gebiet Q = (0, 1). Mit der eindimensionalen Monombasis

Vi = span{x, ..., x"},
also ¢; = x! firi=1,...,r gilt dann
A _a(d) d)) _Jl(i-)XiJerdX_ l] Xi+j71 ! _ 1)
ij = i 1—0 ) _i—i-ij—l 0_7i+j—1‘

Das konstante Monom x? = 1 beriicksichtigen wir nicht im Ansatzraum, da dieses Im Kern
des Laplace-Operators liegt. Durch Vorgabe von Randwerten ist der konstante Wert eindeu-
tig festgelegt.
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3.1 Allgemeine Galerkin-Verfahren

Nun gilt
11 1 1 1 1 11
4 3 8
1 4 3 ¢ 1 133 1.5 1.6
An=|1 3 2 2 ~|1 15 18 2
1 ¢ ¥ 2 1 1.6 229 25

Diese Matrix ist sehr dhnlich zur Hilbertmatrix mit

1
i+j—1

ij =

Es gilt
An=D'HD !,

mit der Diagonalmatrix

N O

voll besetzt. Wie bei der Hilbertmatrix gilt conds(Ay) = O (eNn). Z.B. ist

r=1 COHdQ Ah
r=2 conds(An

Q

Q

%
M@M\][\DH!—‘

Q

(An)
(An)
r=3 condy(Anp)
r=4 condy(Ap)
(An)
(An)
(An)

r=5 conds(Ap

Q

Q

r=6 conds(An

%

r=7 condy(Ap

Ein lineares Gleichungssystem mit dieser Matrix kann selbst fiir moderate Ny, ~ 100 nicht
numerisch gelost werden. Dieser Galerkin-Ansatz scheidet also aus.

Wir nehmen zunéchst an, dass die Bilinearform a(-, -) symmetrisch, also ein Skalarprodukt
ist. Angenommen, die Basis {¢i, i =1, ..., Ny} sei a-orthogonal:

a(dbi, ;) =0 Vi#j.

In diesem Fall wére die Matrix Ay, eine Diagonalmatrix und das Losen des linearen Glei-
chungssystems wire trivial. Zur Orthogonalisierung der Basis konnte etwa das Gram-Schmidt-
Verfahren verwendet werden. In der Praxis treten bei dieser Orthogonalisierung jedoch zu
grofie Rundungsfehler auf. Die resultierende Basis wére nicht mehr exakt orthogonal. Auch
dieser Ansatz kann numerisch nicht realisiert werden.
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3 Die Finite Elemente Methode fiir elliptische Probleme

Trigonometrische Ansatzraume Essei Q = (0,1) x (0,1) C R?. Als Ansatzraum
wihlen wir

m
s s 1
Vi = {”ZO cyj sin(imx) sin(jry), ciy € R}, h:= p— Np == (m+1)2.
17):

Als Basisfunktionen werden die Fourier-Koeffizienten
¢ij = sin(imx) sin(jmry)

gewdhlt. Angewendet auf die Poisson-Gleichung ist die resultierende Matrix sehr gut kon-
ditioniert mit condz(Anr) = O(N) und das Gleichungssystem kann sehr effizient (schnelle
Fourier-Transformation) gelost werden. Dieser Ansatz wird Spektral-Verfahren genannt. Er
ist hochst leistungsfahig, falls das Gebiet () und der Differentialoperator einfach gehalten
sind, jedoch nicht auf allgemeine Fille tibertragbar.

“Fast orthogonale” Ansatze (Finite-Elemente) Dieser Ansatz stellt einen Kom-
promiss zwischen Approximationsgenauigkeit und Effizienz dar. Als Basisfunktionen wer-
den stiickweise polynomiale Funktionen gewihlt, die jeweils nur einen moglichst kleinen
Trager besitzen. Insbesondere soll fiir verschiedene Basisfunktionen gelten:

supp(di) Nsupp(dj) # @ nur fiir sehr wenige 1 # j.

Durch diese Konstruktion ist die Steifigkeitsmatrix Ay, automatisch diinn besetzt mit nur sehr
wenigen Eintrdgen in jeder Matrix-Zeile. Diesen Ansatz werden wir im Detail untersuchen.

3.2 Finite Elemente Methode

Bei der Finite Elemente Methode werden Basisfunktionen des Raums V3, mit einem klei-
nen, lokalen Trédger gewdhlt. Diese Basisfunktionen sind als stiickweise Polynome definiert.
Grundlage ist zunédchst eine Triangulierung des Gebiets Q in ein Finite-Elemente Gitter.

3.2.1 Triangulierung und lineare Finite Elemente

Es sei Q C RY mit d > 2 ein offenes Gebiet mit zunichst stiickweise polygonalem Rand.
Alle Innenwinkel seien positiv. Wir definieren:

Definition 3.10 (Finite Elemente Gitter). Eine Zerlegung von Q in offene Teilgebiete T, Zellen
oder Elemente genannt, heifst Triangulierung oder Gitter Oy, = {T;; i = 1,... ,N]T1} von Q.
Die Elemente sind iiblicherweise Dreiecke, Tetraeder, konvexe Vierecke oder konvexe Hexaeder. Wir
definieren die Zellgrdfe ht = diam(T) und maximale Gitterweite h := maxteq, ht. Die Eck-
punkte der Elemente heiflen Knoten und wir fassen das Gitter bei Bedarf auch als Knoten-Gitter
On :=1{xi, i=1,...,Nn}auf. Das Gitter heifst
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Strukturregular Je zwei unterschiedliche Zellen T, Ty € Qp, Ty # Ty iiberlappen sich entwe-
der nicht Ty N Ty = 0, oder in einem gemeinsamen Eckpunkt, oder in einer ganzen Seite.

Formregular (Im Fall von Dreiecken) Alle Dreiecke der Triangulierung Qy, sind von dhnlicher
Gestalt. Fiir den Inkreisradius pt und Zelldurchmesser hr gilt gleichmiifSig:

h
max —- <c¢r (h—0).
TeOQn pT

GroBenregular Die Elemente T € Qy, sind von dhnlicher Grife. Es gilt gleichmif3ig:

max ht < cg min h h — 0).
Teon | 9Ten, ( )

Es miissen nicht unbedingt alle drei Regularitdtseigenschaften gelten um von einem sinnvol-
len Finite Elemente Gitter zu sprechen. Um zum Beispiel lokal verfeinerte Gitter zu ermogli-
chen wird es notwendig sein, die Grofienregularitit fallen zu lassen. Auf mogliche Ab-
schwéchungen der Regularitiatsbedingungen kommen wir bei Bedarf zurtick.

In einem Finite Elemente Gitter konnen verschiedene Elemente, also z.B. Kombinationen
aus Hexaedern, Tetraedern und Prismen betrachtet werden. Wir werden jedoch nur reine
Dreiecks-, Vierecks-, Tetraeder- oder Hexaedergitter untersuchen.

Eine Finite Elemente Basis wird nun unter Zuhilfenahme des Gitters definiert. Das einfach-
ste Beispiel, die stiickweise linearen Finite sind gegeben als:

VY = (v € C(Q) 1 vi|; € Pi(T), TE Th, Vjoq = 0}.
Fiir diesen Vektorraum gilt V}(ll) C HY(Q). Weiter ist jedes vy, € V](il] durch die Vorgabe der

Funktionswerte an den Eckpunkten x; € Qp der Triangulierung eindeutig beschrieben.

Durch die Vorschrift: .
¢S)(Xj) =08y Vi,j=1,...,Nyp,

wird jedem inneren Knoten eine Basisfunktion zugeordnet. Diese Basis heifst die Knoten-
Basis des Raums V}?) der linearen Finiten Elemente. Siehe Abbildung Die Basis erstreckt
sich nur tiber die inneren Knoten des Gebiets x; ¢ 0Q. Auf diese Weise ist sichergestellt, dass
V}(ll) C H}(Q), dass also Null-Randwerte von allen diskreten Funktionen erfiillt sind.

Jede Funktion vy, € V}(ll) besitzt die eindeutige Basisdarstellung:
Np .
wn(x) =Y vidy (%),
i=1
mit einem Koeffizientenvektor v.e RNn.

Die Summe erstreckt sich nur tiber die inneren Knoten der Triangulierung. In den Randkno-
ten ist der Wert der diskreten Vektoren aufgrund der Dirichlet-Randwerte stets Null. Wir
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SN

Abbildung 3.1: Lineare Knotenbasisfunktion.

nennen die Koeffizienten in den inneren Knoten die Freiheitsgrade des diskreten Problems.
Die Anzahl der Freiheitsgrade entspricht der Dimension des linearen Gleichungssystems.

Dieser Ansatz erfiillt eine wesentliche Forderung an ein Galerkin-Verfahren. Fiir die Steifig-
keitsmatrix A, € RNn*Nn gilt:

Ay = a(tbg), d)g)) #0 nurwennein T € Qy, existiert mitx; € Tund x;j € T.

Die Steifigkeitsmatrix ist also diinn besetzt.

Example 3.11 (Lineare Finite Elemente auf gleichméigem Dreiecksgitter). Essei Q = (0, 1)2
und Qy, ein gleichmifliges Dreiecksgitter: Das Gebiet wird in Quadrate der grdffeh x hmith = 1/m
geteilt. Jedes dieser Quadrate wird in zwei Dreiecke durch eine diagonale Linie von links unten nach
recht oben geteilt.

Das Gitter Qy, hat mit
2
No =15
Dreiecke und .
T (m+1)2

Punkte.
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Die Finite Elemente Basis wird lokal erstellt. Wir betrachten hierzu exemplarisch das Beispiel
To={(xy): 0<x4+y<lund0<x,y <1}
Und in den drei Knoten
X1 =1(0,0), Xz =(h,0), X3=(h,h)
definieren wir die drei linearen Knotenbasisfunktionen

&31(7‘79):1_%7 &)Q(va):%v &)3(7‘79):*-

Man iiberpriife die Eigenschaft (f)i(Xj) = dyj.

In allen anderen Dreiecken ergeben sich die lokalen Basisfunktionen durch Translation der ¢s und
gegebenenfalls durch eine Spiegelung oder Drehung. Die N globalen Basisfunktionen setzen sich
stiickweise aus den ¢ auf den jeweiligen Dreiecken zusammen.

Wir betrachten nun die Matrix der Laplace-Diskretisierung, d.h.

a(ua d)) = (vua Vq))Qv
also

11
Aij :J J Vd)j(x,y) ~Vd)i(x,y)dxdy.
0JO

Wir schreiben dieses Integral als Summe iiber alle Dreiecke

Ay = Z J Voj(x,y) - Vilx,y)dxy.

TGQh

T

aj;

Das Aufstellen der Systemmatrix wird Assemblieren genannt. Im ersten Schritt werden stets
lokale Integrale auf den einzelnen Elementen der Triangulierung berechnet (oder approximiert), in
einem zweiten Schritt werden die einzelnen Eintrige zur globalem Matrix zusammengefasst.

Wir kiimmern uns nun um die lokalen Beitrige aiT).. Fiir die drei lokalen Basisfunktionen ¢ gilt auf
To

h px
d}—LJ;V¢ﬂ&yNV¢dmyhmd& =123

R 1 /— - 1 - 1
or— () vee=p (L) ve=1 (D).

Und da wir nur iiber konstante Funktionen integrieren folgt mit |T| = 1’ /2

Nun gilt

1 1
T T T
n=5 d2=75 aj3 =0
1
-
a21——§ Aoo = a23——§
T 1
az; =0 A =—35 Upn=3;
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Auf diesem einfach gestalteten Gitter kénnen wir die globalen Eintrige der Matrix leicht zusammen-
fassen. Hierzu wihlen wir eine lexikographische Sortierung der Knoten, d.h.

Xi = Xx1, i:(1+m)k+l.

Dann folgt
1 1 1 1
H=-4-+-F+-+1+1=4
Aw=g+o+ 541+ ,
1 1
Aiizr=—5—5=-1
1 1
Aiigm =—5—5="1
und ansonsten Ay; = 0. Die Matrix hat damit die Blockform
B -I 0 --- 0 4 -1 0 --- 0
-1 B -1 . -1 4 -1
A=1o0 ol B=[o 0
: . -1 B -1 T N S|
o --- 0 —-I B o --- 0 -1 4

Die rechte Seite ergibt sich durch entsprechende Integration

bo= | eyt dedy = Y| fxy)dilxy)dxdy.

TeQy T

::biT

Fiir die rechte Seite f = 1 erhalten wir exemplarisch

h px 1
bT:J J 1 —h xdydx = -h?
0 Jo 6

h rx 1
by = J J h™l(x —y)dydx = ~h?
0 Jo 6
h rx 1
bi = J J h™!'xdydx = —h?
0 Jo 6
Der globale Vektor hat damit im Innern (d.h. fiir Punkte x; € Qy, die nicht auf dem Rand liegen)
die Eintriige
b; =h’.
Zusammengefasst ergibt sich bei der Diskretisierung der Laplace-Gleichung mit linearen Finiten Ele-
menten auf einem gleichmdfligen Dreiecksgitter ein Problem, welches dquivalent (gleich bis auf Ska-
lierung mit h?) zur 5-Punkte Stern Diskretisierung mit finiten Differenzen ist.

Fiir das allgemeine Galerkin-Verfahren haben wir bereits das Lemma von Cea[3.6|bewiesen.

Wir betrachten das Poisson-Problem. Fiir die Finite-Elemente Lésung uy, € V}(LU gilt die
Bestapproximation:

[Vu—up)|| = min [[V(u—dn)l.
pevV
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Konvergenz fiir h — 0 liegt vor, wenn es ein ¢y, € V}(ll) gibt, so dass ||V(u — ¢n)|| — 0 gilt.
Als Wahl fiir eine Approximation verwenden wir die Interpolation I,u € V}(ll):

Nn ‘
Ih: V=V Thwuix) = Zu(Xi)(bS)(X)’
i=1

fur welche wir die folgenden Interpolationsabschitzungen kennenlernen werden:
e —Tnullr < eihf[[VAullr, [IV(u—Inw) 1 < cihr|[V2ur (3.3)

Hieraus folgt dann unmittelbar mit der Bestapproximationseigenschaft die a priori Fehler-
abschédtzung fiir lineare Finite Elemente

IV(u—un)lla < [|[V(u— I < cih| Vi q.

3.2.2 Alilgemeine Finite Elemente Raume

Wir betrachten ein Dreiecks- oder Vierecksgitter Oy, des Gebiets Q. Finite Elemente Rdume
werden {iblicherweise als sttickweise polynomial eingefiihrt. Hierzu betrachten wir auf ei-
nem Dreieck T € O, oder Viereck K € 4, die Polynomraume

P :=span{x™y*?, 0 < & + ag <1}, QT :=span{x“y*?, 0 < x;,xp < 1},

der stiickweise linearen, quadratischen u.s.w., bzw. bilinearen, biquadratischen u.s.w. Funk-
tionen. Der Raum P ist einfach fiir Tetraeder, der Raum Q" auf Hexaeder zu erweitern. Der
Raum der linearen Finite Elemente auf einem Dreiecksgitter, bzw. der bilinearen Finiten
Elemente auf einem Vierecksgitter ist definiert als:

ViV = (n € C(Q), drl; €PLTeQr), VY = {dn € CQ), dnl, € Q' Ke Qul.

Allgemeine Finite Elemente Rdiume werden {iber die Angabe von Knotenwerten definiert.
Dabei wird der Wert der diskreten Funktion ¢, oder Ableitungen der diskreten Funktion
V3 ¢n in Eckpunkten, inneren Punkten oder Punkten auf Kanten der Elemente fixiert. Wei-
ter ist es moglich (und manchmal auch zweckdienlich) die diskrete Funktion tiber gewisse
Mittelwerte, etwa iiber eine Kante zu bestimmen. Die Knotenwerte sind Punkte auf Ecken,
Kanten oder im Innern. In diesen Knotenwerten werden sogenannte Knotenfunktionale P(T),
also Punktwerte, Ableitungswerte oder Mittelwerte vorgeschrieben.

Ein Finite Elemente Ansatzraum wird durch die Vorgabe eines Polynomraums P(T) C P"
oder P(K) € QT sowie durch einen Satz von Knotenwerten und Knotenfunktionalen be-
schrieben, welche unter Hinzunahme von globalen Eigenschaften (z.B. Stetigkeit der Kno-
tenfunktionale {iber Elemente hinweg) eine eindeutige Zuordnung erlauben.

Definition 3.12 (Unisolvenz). Ein Polynomraum P(T) und ein zugehdriger Satz von linearen

Knotenfunktionalen K(T) heifit unisolvent, wenn jedes p € P(T) eindeutig durch die Vorgabe von
x € K(T) bestimmt ist.
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Jedes mogliche Polynom p € P(T) muss sich also eindeutig durch die Vorgabe der Knoten-
funktionale beschreiben lassen. Eine notwendige Bedingung ist natiirlich, dass die Dimensi-
on des lokalen Polynomraums P(T) mit der Anzahl der Knotenfunktionale tibereinstimmt.
Eine hinreichende Bedingung ist aufgrund der Linearitdt der Knotenfunktionale, dass fiir
einp € P(T) aus x(p) = O fiir alle Knotenfunktionale notwendig p = 0 folgt.

Falls wir zum Beispiel den Raum der linearen Finite Elemente auf Drei- oder Vierecken be-
trachten miissen wir auf jedem Element das Polynom eindeutig beschreiben. Ein Dreieck
hat 3 Eckpunkte, somit muss folgerichtig dim(P!) = 3 gelten, in einem Viereck mit 4 Eck-
punkten benétigen wir den Raum der bilinearen Funktionen mit dim(Q') = 4.

Ist ein Satz von unisolventen Knotenfunktionalen gegeben, kann die lokale Interpolation einer

Funktion v € H™(Q) in diesen Polynomraum definiert werden:

Definition 3.13 (Finite Elemente Interpolation). Fiir jede Zelle T € Qy, sei ein Polynomraum
P(T) und ein Satz von unisolventen Knotenfunktionalen K(T) mit Dimension R gegeben:

Xxr :H™MT)—-R (r=1,...,R).

Durch die Vorgabe:
XT‘(IhV):XT(V)a TZl?"'aR

ist dann eindeutig die Finite Elemente Interpolation I,v € P(T) beschrieben.

Remark 3.14. Bei der genauen Definition von Interpolationsoperatoren wird die Regularitit der
Réiume eine wesentliche Rolle spielen. Angenommen w € H(Q), dann ist w nicht unbedingt stetig.
Die Zuordnung eines Punktwertes:

ist kein lineares Funktional in H'(Q) — R und kann somit nicht zur Definition einer Interpolation
genutzt werden. Oft liefert die Existenz- und Regulartiitstheorie aber gerade w € H'(Q) und keine
héhere Regularitit. Fiir diese Zwecke werden wir einen speziellen Interpolationsoperator betrachten,
die Clement-Interpolation, welche auch fiir Funktionen w € H!(Q) definiert ist.

Der iibliche Finite Elemente Ansatz ist der:

Definition 3.15 (Lagrange-Ansatz). Im Fall, dass alle Knotenfunktionale auf der Vorgabe von
Punktwerten beruhen spricht man von einem Lagrange-Ansatz.

Und dem gegentiber:

Definition 3.16 (Hermite-Ansatz). Im Fall, dass als Knotenfunktionale auch die Vorgabe von Ab-
leitungswerten auftauchen, spricht man von einem Hermite-Ansatz.
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Beispiele von Finite Elemente Raumen

Wir betrachten einige Beispiele von Finite Elemente Raumen. Besonderes Interesse haben
wir an H! konformen Finite Elemente Rdumen, da hier die Galerkin-Orthogonalitit sowie
das Lemma von Cea gilt. Wir haben bereits mehrfach argumentiert, dass H'-Funktionen
nicht in jedem Punkt definiert sein miissen, insbesondere miissen diese Funktionen also
auch nicht stetig sein. Es zeigt sich aber, dass in zwei und drei Dimensionen, eine H!-Funktion
nicht entlang eines ganzen Linienstiickes, also z.B. einer Elementkante unstetig sein darf.
Unter H!-Konformitit stellen wir uns vereinfacht Stetigkeit vor.

Dreieckselemente

a) stuckweise konstante Funktionen P(T) = span{l} Der Ansatz niedrigster
Ordnung verwendet den lokalen Polynomraum PO(T) = span{1}, also die konstanten Funk-
tionen. Ein mogliches Knotenfunktional in jedem Element ist die Vorgabe des Mittelwerts:

peP: (p, )7 =1,
Der Mittelwert stellt ein lineares Funktional dar, auch ist dieser Ansatz unisolvent.

Ein globaler, nicht-konformer Finite-Elemente Raum ist definiert durch die Vorgabe:

VR = {pn € L2(Q), dnl; € span{1}}.

Dieser Raum spielt bei sogenannten dual-gemischten Formulierungen eine Rolle. Zur direk-
ten Approximation von elliptischen partiellen Differentialgleichungen eignet er sich nicht,
da alle Ableitungen verschwinden, also Vy, = 0 fiir alle ¢y, € Vﬂ’m’.

Ein H!-konformer Finite Elemente Raum ldsst sich mit den stiickweise konstanten Funk-
tionen nicht erstellen. Durch die Forderung nach globaler Stetigkeit bleiben nur die global
konstanten Funktionen {ibrig.

b) stickweise lineare Polynome P(T) = span{l,x,y} Dieser Raum hat die lokale
Dimension 3 und als Knotenfunktionale geben wir den Wert in den Eckpunkten vor. Dieser
Ansatz ist unisolvent. Denn eingeschrankt auf eine Kante (also ein Liniensttick) istjedes p
P eine lineare Funktion. Ist diese lineare Funktion Null in zwei Punkten, so ist sie komplett
Null, also ist auch die Richtungsableitung in Richtung der Kante Null. Da zwei Kanten sich
jeweils schneiden gilt in den Eckpunkten Vp = 0. Also p (als lineare Funktion) konstant
und somit p = 0.

Ein globaler H}-konformer Ansatz ist gegeben durch:

V}(Ll) ={pn: Q= R: d)h‘T € span{l,x,y}, ¢n stetig in Eckpunkten a; € T,
¢n = 0in Eckpunkten a; € 9Q}.
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Die globale Stetigkeit ¢, € C(Q) erhdlt man, da ¢y, auf jeder Kante durch die Vorgabe
beider Eckpunkte eindeutig bestimmt ist. Aus der Stetigkeit in den Eckpunkten folgt die
Stetigkeit entlang der ganzen Kante. Stetige, stiickweise polynomiale Funktionen sind stets
H!-konform (Ubungsaufgabe).

Einen zunichst ungewohnlichen, in der Anwendung (Navier-Stokes-Gleichungen) jedoch
verbreiteten nicht-konformen Ansatz erhdlt man durch die Vorgabe der Knotenwerte in den
drei Kantenmitten:

V](il)’nC ={pn: Q= R: d)h‘T € span{1,x,y}, ¢n stetig in Kantenmitten,
¢ = 0 in Kantenmitten auf 0Q}.

c) stiickweise quadratische Polynome P(T) = span{l, x,y,x?,y%,xy} Dieloka-
le Dimension des Raumes ist 6. Der einfachste Raum verwendet als Knotenwertvorgabe die
drei Eckpunkte sowie drei Kantenmitten der Elemente:

V](f) ={pn: Q> R: d)h‘T € span{l,x,y}, ¢n stetig in Eckpunkten und Kantenmitten,
¢n = 0 in Eckpunkten und Kantenmitten auf 9Q}.

Dieser Raum ist global stetig. Denn entlang jeder Kante ist ¢, € V}(lz) durch Vorgabe von
drei Funktionswerten eindeutig bestimmt. Diese Funktionswerte liegen alle auf einer Kante
und sind stetig.

Ahnlich kann bei der Untersuchung der Unisolvenz argumentiert werden. Angenommen
Xr(p) = 0 furr = 1,...,6. D.h,, das Polynom ist entlang jeder der drei Kanten konstant
Null. Hieraus folgt, dass der Gradient des Polynoms in den Eckpunkten und somit entlang
der ganzen Kante Null ist. p ist also konstant und somit ganz Null.

Statt die Knotenwerte in den Kantenmitten vorzugeben, kann jeweils der Mittelwert iiber
eine Kante vorgeschrieben werden. Dieser Ansatz ist auch unisolvent:

peP: (p,lle=(v,1)e ecOT.

Ein nicht konformes quadratisches Element ist das Morley Platten-Element. Neben der Vor-
gabe der Funktionswerte in den Eckpunkten werden die Normalableitungen in den Kanten-
mitten vorgegeben:

V]Q/lorley ={pnh: Q- R: ¢h|T € span{l,x,y,x% xy,y?}, ¢, stetig in Eckpunkten ,

On n stetig in Kantenmitten}.

Dieser Ansatz ist nicht konform, denn nur die Normalableitung, nicht aber die Funktionen
selbst miissen stetig sein in den Kantenmitten. Es kann jedoch gezeigt werden, dass dieser
Ansatz unisolvent ist.
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d) stuckweise quintisches Argyris-Plattenelement Als letztes Beispiel be-
trachten wir das Argyris-Element. Lokal wird der Raum der quintischen Polynome verwen-
det:

P(T) = span{x“yﬁ, 0< a4+ B <5},

mit dim(P(T)) = 21. Als Knotenfunktionale werden in den Eckpunkten die Funktionswerte,
der Gradient, sowie die zweiten Ableitungen vorgegeben. Dies sind 3 - (142 +3) = 18 (nur
3 zweite Ableitungen wegen 0,0ydr, = 0,0xdr) Werte. Die fehlenden drei Werte werden
durch Vorgabe der Normalableitung in den Kantenmitten vorgegeben. Dieser Ansatz ist
unisolvent und dariiber hinaus H2-konform, d.h., es gilt V}i\ TIUTLS - H2(Q).

Viereckselemente

Die meisten Ansitze lassen sich auf Vierecke bzw. Hexaeder verallgemeinern. Es ist tibli-
cherweise notwendig mehr lokale Freiheitsgrade hinzuzunehmen. Daher sind als Grundla-
ge Polynomraume der Art Q! = span{1, x, y, xy} mit den gemischten Termen xy {iblich.

stiuckweise bi-Polynome P(T) = Q" Das Viereck K wird durch ein uniformes (r +
1) x (r + 1)-Gitter iiberdeckt, wobei die Eckpunkte enthalten sind. In jedem dieser (r + 1)?
Punkte wird der Funktionswert fixiert. Dieser Ansatz ist unisolvent und H!(Q)-konform, da
auf jeder Kante r + 1 Freiheitsgrade zur Verfiigung stehen, um die Funktion hier eindeutig
vorzugeben.

Ein nicht konformer bilinearer Ansatz kénnte durch die Vorgabe der Funktionswerte in den
Kantenmitten erzeugt werden. Dieser Ansatz ist jedoch nicht unisolvent, denn die Funktion

drn =xy € Q,

ist ungleich Null, eingebettet in das Viereck K = (—1,1) x (—1, 1) haben jedoch alle Kno-
tenfunktionale den Wert 0. Einen nicht konformen, jedoch unisolventen Ansatz erhalt man
durch die Wahl der lokalen Raume

QlTot := span{l,x,y,x* — y?},

welcher durch Rotation des Q' um 7t/4 erzeugt wird. Dieser Ansatz ist bei Vorgabe der Funk-
tionswerte in den Kantenmitten unisolvent.

Hexaederelemente

Das Lagrange-Viereckselement ldsst sich unmittelbar in beliebige Dimensionen tibertragen,
da dieser Ansatzraum in einem Tensorprodukt-Sinne aufgebaut ist. Allgemein hat der Raum

d
P(K)=Q":= span{Hx)ij, 0< ag,...,0q <1},
j=1
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die Dimension dim(Q") = (r + 1)9. Uber die Vorgabe von Knotenfunktionalen in einem
uniformen inneren Punktgitter ist ein unisolventes Element definiert.
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R1 X2 X1 X2

Abbildung 3.2: Allgemeines Viereck, welches nicht durch affin-lineare Transformation er-
zeugt werden kann.

3.2.3 Parametrische Finite Elemente

Die Definition von Finite Elemente Raumen {iiber die Angabe von lokalen Knotenfunktio-
nalen ist oft schwierig. Z.B. liefert der lokale Polynomraum P(K) := span{1, x, y, xy} mit der
Vorgabe der Funktionswerte in den Eckpunkten einen unisolventen Ansatz auf dem Viereck
K = (0,1) x (0,1), jedoch nicht auf dem gedrehten Viereck K := {(x,y) € R?, |x| + ly| < 1}
Denn hier ist die Funktion p = xy in jedem Eckpunkt Null. D.h., alle Knotenfunktionale
Xi(p) = 0 verschwinden, fiir das Polynom selbst gilt allerdings p # 0. In einem allgemeinen
Gitter ist es jedoch nicht moglich diese Fille auszuschliefien.

Das Problem ist noch grofier, wenn allgemeine Vierecke betrachtet werden, also auch solche,
die keine Rechtecke sind, wie in Abbildung Auf dem Linienstiick I'" mit Parametrisie-
rung y = x = t gilt fiir eine bilineare Funktion ¢y, € Q! := span{1, x,y, xy}:

d)h(xa U) ‘ r = Span{]-a ta t2},

diese Funktion ist entlang dieser Linie quadratisch und nicht linear. Durch die Vorgabe der
zwei Eckpunkte ist diese Funktion nicht eindeutig festgelegt. Alle vier Basisfunktionen be-
einflussen den Wert entlang dieser Kante. Der globale Ansatz ist nicht stetig, wenn nur die
Stetigkeit in den Knoten vorgeschrieben wird.

Ein sinnvoller bilinear Ansatz muss aus Basisfunktionen bestehen, die entlang jeder Kante
linear sind. Dieses erreichen wir durch Transformation:

1. In einem ersten Schritt wird der Ansatz auf einem Referenzelement, etwa dem Einheits-
viereck T := (0,1) x (0, 1) definiert. Dies ist einfach, da nur dieses eine Element be-
trachtet werden muss.

2. Auf diesem Referenzelement wird eine Referenzbasis {¢!, ..., d"} definiert. Die Di-

mension dieser Basis entspricht der Anzahl der Knotenfunktionale (z.B. 4 bei bilinea-
ren Finiten Elementen auf dem Viereck).
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%5 = (0,1) Tr X2

/\

%5 = (1,0) s

X1 = (0,0) X1

Abbildung 3.3: Referenzdreieck und Transformation auf beliebiges T € Qy,

3. Um einen Finite Elemente Ansatz auf einer Zelle T € Qy, des Gitters zu definieren
wird eine Abbildung Tt : T — T definiert und mit Hilfe dieser Abbildung werden
Basisfunktionen transformiert:

xeT: oYy = oW (T (x)). (3.4)

Einen solchen Finite Elemente Ansatz nennt man parametrisch. Falls die Transformation Tt
im gleichen Polynomraum ist, wie die Basis auf T, also ¢* € P(T) und Tt € P(T), so spricht
man von einem iso-parametrischen Ansatz.

Example 3.17 (Isoparametrische lineare Dreieckselemente). Es sei T = {(x,y): 0 < x+
y < 1} das Referenzdreieck wie in Abbildung In den drei Knoten definieren wir die linearen
Basisfunktionen

oV =1-%-79, 29 =% ¥ (xy) =1

Jetzt sei T € Qy, ein beliebiges Dreieck mit Eckpunkten xi,x2,x3 € Q. Die Transformation Tt :
T — T soll isoparametrisch sein, also auch aus dem Raum der linearen Funktionen kommen. Damit
ist sie affin linear und setzt sich mit Hilfe der Basisfunktionen zusammen:

Tr(%) = x1p M (R) + %20 (%) + x50 (%).

dies sieht man einfach wegen:

Wir kinnen diese affin lineare Transformation auch schreiben als:
Tr(x) = Brx +br,

mit einer Matrix Bt € R?*2 und einem Vektor b1 € R2. Diese Matrix ist requlir, wenn die drei
Punkte nicht auf einer Geraden liegen und es gilt det(Bt) > 0, falls die drei Eckpunkte x; in gleicher
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Reihenfolge (also hier gegen Uhrzeigersinn) wie die Referenzpunkte X; nummeriert sind. Auf dem
Dreieck T gelten nun die Basisfunktionen:

bV x) = ¢V (T () = ¢ (B x — By b)),

mit der Eigenschaft:

~

bV (x) = dM (T (%)) = b1V (%) = by

Im Fall von linearen Dreieckselementen fallen die isoparametrischen Ansédtzen mit der ein-
fachen Dreiecksbasis auf jedem Element zusammen. Dies liegt an der einfachen Struktur
am Ansatzraum: Die Transformation Tt sowie ihre Inverse T ! sind affin linear. Auch die
Aneinanderkettung dWo T ! jst wieder eine lineare Funktion.

Example 3.18. Isoparametrische bilineare Viereckselemente Wir betrachten wieder den einfachen,
bi-linearen Vierecksraum. Auf dem Referenzelement (links in Abbildung [3.2]) wird der Raum der
Bilinearen Funktionen P(K) = Q! durch die Knotenbasis aufgespannt:

~ ~ A~

b =1—x—y+xy, ¥ =x—xy, ¥ =xy, W =y—xy.

Fiir diese Basisfunktionen gilt ¢V (Xj) = 8ij. Entlang jeder Kante des Referenzelements sind die
Basisfunktionen linear. Es sei nun K € Qy, ein beliebiges Viereck mit Eckpunkten xi,...,x4 € .

A~

Die Transformation Ty soll isoparametrisch, also Tx € P(K). Wir konnen die Transformation wieder
einfach mit Hilfe der Knotenbasis erkliren:

denn es gilt wieder:

Wir betrachten nun den speziellen Fall aus Abbildung[3.2\und die vier Eckpunkte in K € Qy, seien
gegeben durch:

X1 = (0,0), X9 = (1,0), X3 = (2, 1), X4 = (O, 1).

Dann gilt fiir die Transformation:
Ti(8) = 0.0)7945) + (1,0) 48]+ (210769050 + 0,17 = (F )

Diese Transformation ist bilinear (in jeder Komponente) und liegt also im Polynomraum P(K). Fiir

ihre Inverse gilt allerdings:
Tl = (T ).
0= (7
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Abbildung 3.4: Iso-parametrische Finite Elemente htherer Ordnung zur besseren Rand-
Approximation.

sie ist eine rationale Funktion und liegt nicht mehr im Ansatzraum. Mit (3.4)) konnen wir die Basis-
funktionen auf der “Rechenzelle” K € Qy, aufstellen:

o) = 1+ X g = XY g 2 Yy - WLEY X

1+y’ 1+vy

T 1ty 14y
Man mache sich klar, dass ¢ (xj) = 04j &ilt. Es handelt sich nicht mehr um einen Polynomansatz!
Entlang jeder Kante, z.B. T := Xax3 = {(1 +s,s), s € (0,1)} sind die Basisfunktionen linear und
hingen insbesondere nur noch von den beiden begrenzenden Eckpunkten ab:

dWir(s) =0, ¢Pr(s)=1—5, ¢PIr(s)=s, d&WIr(s) =0.

Die Verwendung von isoparametrischen Finiten Elementen ist der tibliche Zugang fiir allge-
meine Finite Elemente Anséitze. Die Konstruktion erscheint zundchst kompliziert, da die ver-
wendeten Basisfunktionen keine Polynome mehr sind. Bei Betrachtungen zur Realisierung
der Finite Elemente Methode werden wir jedoch feststellen, dass es zu keinem Zeitpunkt
notwendig sein wird, die Funktionen ¢ (1) quf der Zelle K € Qy, aufzustellen. Auswerten so-
wie Integration erfolgt stets durch Transformation auf das Referenzelement. Und hier liegen
die klassischen Polynomansitze vor. Im folgenden Abschnitt zur Interpolation mit Finiten
Elementen werden wir diese Argumentation bereits kennenlernen.

Isoparametrische Anséitze haben eine besondere Bedeutung bei Verwendung hoherer An-
satzgrade. Angenommen wir betrachten biquadratische Ansitze. Dann stehen auch zur De-
finition der Transformation von K auf K biquadratische Funktionen zur Verfiigung, fiir jedes
Viereck also 9 Freiheitsgrade. Auf diese Weise konnen zusétzliche Freiheitsgrade auf dem
Rand des Elementes verwendet werden. Wie in Abbildung 3.4 erlaubt dieses Vorgehen ei-
ne bessere Approximation von Gebieten mit “krummen Rdndern”. Das eigentliche Element
K € Qp, ist somit gar kein Viereck mehr!

3.3 Interpolation mit Finiten Elemente

Wesentlich fiir das weitere Vorgehen ist die Herleitung von Abschdtzungen fiir den Inter-
polationsfehler in Finite Elemente Rdumen. Es sei also V}, ein Finite Elemente Raum. Wir
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betrachten ausschlieflich parametrische Finite Elemente. Dazu sei T das Referenzelement,
also ein festes Dreieck oder Viereck sowie T € Q}, eine beliebiges Element des Gitters. Die
Transformation sei T : T — T. Zunéchst sei diese Transformation affin linear. D.h., fiir jedes
Element T € Qy, existiert eine Matrix Bt € R4*4 sowie ein Vektor bt € R4 so dass gilt:

Tt (f() =Brx+ brx.

Die Matrix Bt sei ferner invertierbar.

Lemma 3.19 (Referenz-Interpolation). Auf dem Referenzelement T sei durch P(T) ein Polynom-
raum mit dim (P (T)) R sowie ein Satz von linearen Knotenfunktionalen K(T) = {x1,...,xXr} mit
den folgenden Eigenschaften gegeben:

1. Der Ansatz sei unisolvent
xilp)=0 i=1,...,R = p=0.
2. Fiireinm > 1gilt P™—1 c P(T), d.h., der Polynomraum enthilt alle Polynome bis zum Grad
— 1.
3. Die Knotenfunktionale sind stetig auf H™(Q
i=1,...,R: xilv) <C||VHHm(Q) Yv e H™(Q).

Unter den Bedingungen 1. und 3. ist die Interpolationsaufgabe fiir jedes v € H™ (T) eindeutig lisbar,
d.h., es existiert ein eindeutig bestimmtes 13v € P(T) mit

xi(Isv) =xi(v) Vi=1,...,R.

Die Interpolation hat die Darstellung

R
[3v = ZXi(V)d)m, (3.5)
i=1
mit der verallgemeinerten Lagrange-Basis {1 = 1,..., R}, welche eindeutig durch die Bedin-

qung xi(bU)) = 815 gegeben ist.

Proof: Wegen der Stetigkeit der Knotenfunktionale auf H™ (Q)) ist die Aufgabe wohlgestellt.
Die eindeutige Losbarkeit folgt unmittelbar aus der Unisolvenz. O

Bedingung 2., also die Reichhaltigkeit des Polynomraums werden wir zur Herleitung von
Fehlerabschatzungen fiir die Interpolation benétigen.
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3.3.1 Das Bramble-Hilbert-Lemma

Zundchst benotigen wir einige Hilfsatze:

Hilfsatz 3.20 (Nullraum von Ableitungsoperatoren). Jede Funktion v € H™(T) mit der Eigen-
schaft:
D* =0 V| =m,

ist fast iiberall ein Polynom v € Pm—1(T).

Proof: Wegen D*v = 0 fiir || = m folgt fiir beliebigen Multiindex (3 also DPD* =0, d.h.,,
es gilt:
ve N HeT).

Und mit dem Einbettungssatz in Rdume stetiger Funktionen ?? folgt v € C*°(T) und insbe-

sonderev € C™(T). Die Aussage folgt nun etwa durch m-maliges bilden der Stammfunktion
von D%v = 0. O

Hilfsatz 3.21 (Polynomprojektion). Fiir jede Funktion v € H™(T) existiert eine eindeutig be-
stimmte Projektion q € P™(T) mit den Eigenschaften:

JA D¥v—q)dx=0 0<|al<m—1.
+

Proof: Wir konstruieren q € P™ ! (T) gemdfs dem Ansatz:

mit den Koeffizienten £g € R. Es muss gelten:

Z 5BJAD“Xde:JADo‘vdx Vil <m—1.
Blgm—1 T T

Dieses Problem ist ein quadratisches lineares Gleichungssystem mit Matrix
A= (Aaﬁ)\al,lﬁlgmflv AOCB = Jf D(XXB dX.

Diese Matrix ist reguldr. Ansonsten wiirde es Koeffizienten & := (£P)|g/<m_1 geben mit
& # 0 aber AL = 0. Das zugehorige Polynom q(x) = £PxP vom Grad m — 1 hitte die
Eigenschaft J} D%*qdx = 0 fur alle |x| < m— 1. Hieraus folgt im Widerspruch zur Annahme
q=0. D
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Hilfsatz 3.22 (Verallgemeinerte Poincare-Ungleichung). Fiir jede Funktion v € H™(T) mit
der Eigenschaft:

JA D*vdx =0 V]ja <m-—1, (3.6)
+

gilt
HV”Hm(T) < CO|V|Hm(-]—),

mit einer Konstante cq, welche nicht von v abhingt.

Proof: Angenommen, diese Ungleichung wiirde nicht gelten. D.h., zu jeder Konstante c,, > 0
existiert ein v € H™(T) mit Eigenschaft 1) aber mit ||v||ym > ¢y Vlym (4~ Dann existiert

~

also auch eine Folge von Funktionen v, € H™(T) mit:
1= HVTLHHm(‘i‘) 2 n|vn|Hm(-i-)7 n € IN. (37)

Die Eigenschaft ||vn || ;ym 4, = 1folgt durch einfache Normierung. Die Einbettung von H™ (T) =

H™~1(T) ist kompakt, siche Satz Also hat die beschrankte Folge vy, eine in H™!(T)
konvergente Teilfolge (welche wir wieder mit v, bezeichnen):

Vo =Vllm-r 5y = 0. (3.8)
Mit der Annahme (3.7)) folgt:
1
Valpm(ty < 7 =0 (n— o). (3.9)

Zusammen mit (3.8) folgt, dass vy, in H™(T) Cauchy-Folge ist, denn:

[vic — VlHQHm(Q) = |lvk — Vl”%—(mfl(ﬂ) + vk — Vlﬁim(m

< vk = VIFm1 o) + IVt =VIEm 10y + Dliimq) + Vilim o) = 0.

Wegen der Vollstandigkeit existiert ein v, — v € H™(Q) und wegen (B.8) giltv = v
aus (3.8). Aus Hilfsatz B.20|folgt jetzt v € P™1(T). Weiter gilt mit (3.8)

J D*vdx = limJ D% dx |of <m—1.
T k—o0 JT

Hieraus folgt v = 0 im Widerspruch zur Annahme (3.7)). O
Mit diesen Hilfsdtzen kann nun der folgende Satz bewiesen werden:

Lemma 3.23 (Bramble-Hilbert-Lemma). Es sei F(-) : H™(T) — R ein Funktional mit den
folgenden Eigenschaften:

1. Beschrinktheit
FO) < calvllymer, W € H™(T)
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2. Sublinearitiit
Flu+v)| < co([F(w)] + [F(V)I)  Vu,ve H™(T)

3. Verschwindet auf P™1(T)
F(q)=0 VYqeP™YT)

Dann gilt mit der Konstante co aus der verallgemeinerten Poincaré-Ungleichung, Hilfsatz[3.22]

|F(V)| < COCIC2|V|Hm(~i—) .

Proof: Fiir einv € H™(T ) gilt mit beliebigem Polynom q € P™~ 1(?)
[FW)I = [F(v—q+ q)l < c2(I[F(v = q)l + [F(q)]) < cica|v—qllyym1y-

Das Polynom q € P™1(T) wird nun gemafs Hilfsatz gewdhlt, dann folgt mit der ver-
allgemeinerten Poincaré-Ungleichung

[F(V)I < cocialv = qlym () = Coc1€2Vliym(4y-
O

Eine einfache Anwendung des Bramble-Hilbert-Lemmas ist die Herleitung einer Interpo-
lationsabschédtzung auf dem Referenzelement T, denn der Interpolationsoperator I, erfiillt
gerade die Anforderungen an das Funktional aus dem Bramble-Hilbert-Lemma:

Lemma 3.24 (Allgemeiner Interpolationssatz). Es sei 11 ein Interpolationsopemtor mit den Ei-
genschaften von Satzm Dann gilt fiir jede Funktion v € Hm( ) die Abschitzung:

v —Ivl < eVlym g

bzgl. einer beliebigen, auf H™ (T) stetigen Halbnorm | - |.

Proof: Ohne Einschrankung sei [v| < [[v||yym ) flir allev € H™(T).

Wir betrachten das Funktional:
F(v) == v —L;v].

Dieses Funktional erfiillt die Eigenschaften des Bramble-Hilbert-Lemmas. Denn mit Dar-
stellung (3.5)) gilt

F)I < V] + 1] < |v|+Z|x1 )1t (1+RcigﬁfR|<i>“)|)||vHHmm,

falls alle Knotenfunktionale x; auf H™ beschrankt sind. Dies muss von Fall zu Fall unter-
sucht werden. Etwa die Vorgabe von Ableitungswerten in Eckpunkten benétigt sehr hohe

76



3.3 Interpolation mit Finiten Elemente

Regularitit, Beschrénktheit gilt also nur in Réumen H™(T) mit groBem m. Fiir die Interpo-
lation gilt 11 q = q fiir alle Polynome q € P™—1(T). Also gilt F(q) = 0 fiir alle g € P™1(T).
Somit ergibt das Bramble-Hilbert-Lemma die gewiinschte Abschitzung. O

Dieses abstrakte Resultat ist sehr allgemein und kann nun auf verschiedene Normen kon-
kretisiert werden. Die Halbnorm | - | muss lediglich stetig auf H™(T) sein. Wir betrachten
einige Beispiele:

1. L%-Fehler. Es gilt:

V=TIl =y =Tyl 5) < IV =T3vl[m3 melN.
2. H¥(T)-Halbnorm. Wie oben gilt:
V=TIl = = Isvh ) < IV =I5vl[gmgy 0<k<m

3. Maximum-Fehler. In zwei und drei rdumlichen Dimensionen gilt wegen der Einbet-
tung von Sobolew-Rdumen in die Rdume stetiger Funktionen:

v — I3yl i=max v — Iy < cf|v — L4 e
xeT

4. Aufjeder Kante I' C T gilt mit dem Spursatz:

v =TIyl = [[v = Tgvllr <cllv =Tyl 4y
5. Der Fehler kann anstelle von Normen auch in Mittelwerten gemessen werden, etwa:

v —13v] = < ch—I?vHLlﬁ)

JA (v—I3v)dx
+

Auf dem festen Referenzelement T gilt also eine Interpolationsabschitzung in sehr beliebi-
gen Halbnormen. Die eigentliche Aufgabe ist es nun, eine Interpolationsabschitzung auf
den Elementen T € Qp der Triangulierung herzuleiten. Jedes Element wird durch eine
Transformation Tr : T — T erzeugt. Die Interpolation Itv auf dem Element T € Qy, ist
durch einen parametrischen Ansatz gebildet, es gilt nicht Itv € P(T), sondern ;v e P(T)
mit:

Lv(x) =I1v(x), x=Tr(x) =Brx+br.

Hilfsatz 3.25 (Eigenschaften der Transformation). Es sei Tt : T — T eine affin lineare Trans-
formation Tt (X) = B1X + bt mit einer requliren Matrix Bt mit det(Bt) > 0 sowie einem Vektor
ber. Fiir eine Funktion f € WA (T) und f € WH(T) mit f(x) = f(x) gilt:

J f(x) dx = | det B| J f(R) dx, J f(x) d&zldetBTllj f(x) dx, (3.10)
T T
d . d
=3 b Vosf(x =Y bjdif(x), (3.11)
j=1 j=1
[Flyoeiry < ol det BrlZBF* fl sy, ) < cldet BEUZ BT [flsry,  (312)
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mit B = (by; ){1).:1 und B;l = (bg;l) ){1).:1 und einer Konstante c, welche nur von der Dimension

des Gebiets d abhingt.

Proof: (i) Zunéachst gilt mit dem Transformationssatz unmittelbar:

J f(x)dx = J f(x)dx = J | det(VTr)[f(%) d% = | det Br| J f(x) dx. (3.13)
T Tr(T) T T

Entsprechend wird die Riickrichtung bewiesen.

(if) Fur die Ableitung gilt:

Esistx = lel(x) = B;lx — B;le also gilt weiter:
d A~ A~
0if(x) = >_ d;f(x)by; . (3.14)
j=1

Auch hier folgt die Riickrichtung entsprechend.

(iii) Aus leiten wir eine Abschédtzung her:

1051 < BT oo jgﬁfdléjﬂ,

wobei || - ||o eine fiir eine beliebige Matrix-Norm stehen kann. Nun sei « ein beliebiger Mul-
tiindex. Mehrfache Anwendung liefert:

IDYf] < [|B7Y|I% max [DPF.

< Bl=l«l

Quadrieren und integrieren liefert zusammen mit

2 —
|ﬂHk(T) = J

|DC‘1’|2 dx < |detBt]|||B 112k max |f)6ﬂ2 dx.
| o
T

=]
o=k Tw:klﬁl o]

Wurzelziehen liefert das Ergebnis. Die Riickrichtung transformiert sich entsprechend. [

Hilfsatz 3.26 (Eigenschaften der Transformation). Es sei Tt : T — T mit Tr(x) = Brx + bt
eine affin lineare Transformation. Es seien p und h Inkreisradius und Durchmesser von T, sowie pt
und hr Inkreisradius und Durchmesser von T. Dann gilt:

A~

h h
IBr <c [BYY < e
T
Y PT
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3.3 Interpolation mit Finiten Elemente

Proof: Ubungsaufgabe. U
Mit diesen Vorbereitungen kann der folgende, fiir uns wichtige Interpolationssatz bewiesen

werden:

Lemma 3.27 (Spezielle Interpolation). Es sei T € Qy, ein Dreieck mit Inkreisradius pt und
Durchmesser hy. Fiir jedes v.€ H™(T) und die zugehdrige Interpolation Itv € P(T) in den Raum
der parametrischen Finite Elemente von Ordnung m — 1 gilt:

hm
‘\)— ITV‘Hk(T) < CIp%MHm(T) 0< k <m.
T

Proof: (i) Auf dem Dreieck T ist die Interpolation konstruiert gemafs:
Lv(x) = Irv(Tr (%)),

wobei V(%) = v(Tr (X)) = v(x). Auf dem Referenzdreieck gilt mit Satz[3.24]
|\A) - IT\A"|Hk(T) < C|V|Hm('i')’

denn | - |Hk(T) ist auf H™(T) mit k < m eine stetige Halbnorm.

(ii) Wir transformieren den Interpolationsfehler mit Hilfe von (3.12)) auf das Referenzdrei-
eck:
1o . N
v — IVl ry < [det Brl2 [BFHM D — LV g - (3.15)

(iii) Auf der Referenzzelle wenden wir nun den allgemeinen Interpolationssatz an und
transformieren entsprechend mit zuriick:

. . . 1
Y — LVl 1) < Cilymeg) < crldet BRH2 [[Br[[5 Mim (1)
Zusammen mit (3.15)) erhalten wir:
1 1l o
Vv — Ipvlery < crldet Byl [det BT1|2 ||BT1H10<0 BT oo WlHm(Ty-

Mit Hilfsatz und | det By!| = |det By|~! folgt die Abschatzung. O

Die Interpolation ist eine lokale Eigenschaft auf jedem Element T € Qy,. Dennoch lasst sich
fur eine grofien- und formregulédre Triangulierung eine globale Interpolationsabschdtzung
herleiten:

Lemma 3.28 (Globale Interpolationsabschédtzung). Es sei Qy, eine form-, grifSen- und struk-
turregulire Triangulierung mit h = maxtcq, ht. Dann gilt fiir jedes v.€ H™(Q) und die zu-
gehdrige Interpolation Inv in den Raum der parametrischen Finiten Elemente von Ordnung m — 1
die Abschitzung:

N

v —Tnvlykg) < clhm_kllem(Q) 0<k<m.
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3 Die Finite Elemente Methode fiir elliptische Probleme

Proof: Ubungsaufgabe. O

Dieser Satz liefert uns die wichtigen Interpolationsabschdtzungen fiir lineare Finite Elemen-
te:
IV(u—Thw|| < cth|V2u],  flu—Tnul| < ch?|Vu] Vue H(Q).

Zusammen mit dem Lemma von Cea, Satz[3.6lund der Regularititsabschitzung der Losung,
Satz folgt unmittelbar eine Fehlerabschétzung fiir den Fehler der Galerkin-Approximation
der Poisson-Gleichung in der Energie-Norm:

M M M
IV(w—up)|| < 7||V(u— L] < c1h7HV2u|| < c1c3h7\|f||.

Abschlieflend beweisen wir noch eine fiir die Analyse von Finite Elemente Verfahren wich-
tige Ungleichung:

Lemma 3.29 (Inverse Beziehung). Es sei vy, € Vi, eine parametrische Finite Elemente Funktion
vom Grad m — 1. Auf jeder Zelle des Gitters gilt die Beziehung:

hS
Whle ) < e lps(ry 0<s<k<m—1.
PT

Proof:Esseiq € P (T) ein Polynom vom maximalen Grad m—1 auf der Referenzzelle. Dieser
Polynomraum ist endlich-dimensional, d.h., alle Normen sind auf diesem Raum &quivalent.
D.h., die Ungleichung gilt auf dem Referenzelement

Die Aussage folgt nun durch Transformation auf T — T — T. O

3.3.2 Die Clement-Interpolation

Der nattirliche Raum zur Analyse von elliptischen Differentialgleichungen ist der Sobolew-
Raum H}(Q). Der Makel der Knoteninterpolation ist die Verwendung von Punktwerten zur
Definition des Interpolationsoperators mittels Inv(ai) = v(ai). Diese Knotenfunktionale
sind auf H}(Q) nicht stetig definiert. Oft bendtigen wir jedoch Interpolationen von Funk-
tionen mit dieser minimalen Regularitdt. Die Clement-Interpolation ist ein Interpolations-
operator welcher anstelle von Funktionsauswertungen lokale Mittelwerte verwendet. Diese
Mittelwerte sind als Funktionale auf dem H! beschrankt. Wir definieren:

Definition 3.30 (Patch). Sei Qy, ein strukturrequlires Gitter. Fiir jeden Knoten a € Qy, jedes
Element T € Qy, und jede Kante E € Qy, definieren wir den Knotenpatch Py € Qy,, die Zellpatche
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3.3 Interpolation mit Finiten Elemente

Abbildung 3.5: Definition der Patche. Links: Knotenpatch und “kleine Zellpatch” Pt. Mitte:
“grofer Zellpatch” Pr. Rechts: “kleiner Kantenpatch” P (hell) und “groSer
Kantenpatch” Pg (dunkel).

Pr € Qp, und Pt € Qy, sowie die Kantenpatche P¢ € Qy und Pr € Qn

Pq = U T

TeQw, xi€T

PT = U T,,

T'€Qy, IEEQ, E=TNT/

IST = U Pa,

Pa€Qy, a€T
PO /
Pe= |J T,

T'eQn, ECT!
Pei= |J Pa

P.€Qy, a€E

In Abbildung zeigen wir ein Beispiel solcher Patche. Zur Definition des Clement-
Interpolationsoperators Cy, : V' — Vj, werden nun anstelle von Punktwerten v(a) Mittel-
werte iiber die Knotenpatche P, verwendet. Diese Funktionale sind auf dem V = H}(Q)
beschrankt.

Lemma 3.31 (Clement-Interpolation). Es sei Qn, ein form- grifien- und strukturregulires Gitter.
Dann gibt es einen stetigen linearen Operator Cy, : V. — Vi in den Raum der linearen Finiten
Elemente mit den folgenden Eigenschaften:

1
[v—Crvllz(ry < chrl[VV2 5,y V= Crvlize) < chg[ VY2, WEV = Hy(Q).

Proof: Wir definieren zunéchst die Knotenfunktionale der Clement-Interpolation. Fiir jeden
Knoten x; € Qy, sei:

ﬁ foi v(x)dx xi € 9Q

Xi . LQ(PXi) — ]R7 Xi(v) =
0 xi € 0Q)
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3 Die Finite Elemente Methode fiir elliptische Probleme

Diese Knotenfunktionale sind linear, auf L?(Q) und also auch auf V = H}(Q) beschrénkt.
Nun sei Py ein Referenzpatch. Hier gilt:

o1
= 5 J

Weiter sei Ty, : Py — Py, mit det(VT,) = [P,| = O(h?) und ||V Ty, |lec = O(h;). Dann gilt:

vdR < |9l

Px
v =xiWlIE2p, ) SR =%iO)Fap -
Weiter mit dem Bramble-Hilbert-Lemma und Riicktransformation:

v =X W2 p, ) < WPcom[F93 < conth2Vvlap ).

(ii) Wir definieren die Interpolierende als:

Chv(x) := Z xi(v)cbg)(x) YweV.
X{€EQp

PEEIOIN

XiGT

Fiir die Knotenbasis gilt

L,
da die Interpolation auch in den Randknoten definiert ist. Weiter folgt mit || (1)}(11’L ) ooy < 1t

v—Cwllr=v| > o | = Y ximey

XieT XiET T

<D Iv=xio T < Y Iv=xi®p, < X conthil Vv,
xi€T xi€T xi€

—I

T
< Cbh\/C(T)ﬂTHV\)HfDT:

mit ht = diam(Py) und ¢(T) der Anzahl der Zellen in einem Patch. Aus der Formregularitat
des Gitters folgt ¢(T) < ct gleichméfSiigin h — 0. Die Abschédtzung des Interpolationsfehlers
auf der Kante folgt entsprechend durch geeignete Transformation auf die Referenzkante. (]

Die Clement-Interpolation wird H!-stabil genannt. Es gilt:
Lemma 3.32 (H!-Stabilitdt der Clement-Interpolation). Auf einem form-, grifien und struktur-
requlirem Gitter Qy, folgt fiir die Clement-Interpolation:
[IVCrV[[L2() < c[[VV[p, -
Proof: Die Knotenfunktionale sind H!-stabil. Deswegen kann auf gleichem Wege die H!-
Fehlerabschidtzung hergeleitet werden:
IV = Crav)lez(r) < el Vvl -

Dann gilt:
IVCvllT < IV(v = Crv)llr + [Vl

Hieraus folgt die Behauptung. O
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3.4 A priori error analysis

3.4 A priori error analysis

We consider a general elliptic problem with homogenous Dirichlet boundary data
ueV:=Hj(Q): alu,$)=(f,p) VeV,
where a(-, ) is an elliptic and continuous bilinear form.

The natural norm for elliptic problems is the gradient norm ||V - || o, the norm of H}(Q).
Using this norm we can use the Lamma of Cea, or in the case of the Laplace equation
a(u, ) = (Vu, Vo) the best approximation property. This will directly give us a the finite
element error estimate in the energy norm.

Lemma 3.33 (A priori estimate in the energy norm). Let m > 1. Let Q be a domain with convex
polygonal boundary for m = 1 or smooth boundary with C™-parametrization, f € 12(Q) N
H™YQ) and Qy, a form-, shape- and size-reqular domain. Let wuy, € V](im) be the finite element
solution with parametric finite elements of degree m. Given w € H™1(Q) N H}(Q) it holds

CiCs

IV —un)l < —=h"[[fllim-1(0)-

Proof: By Cea’s lemma it holds
V()] < V= n)l| Von € V™.
We choose the interpolation ¢, := I%lm)u. Asu e H™1(Q) Lemma gives
V0w =)l € TV,

Using the stability estimate from Lemma we get the estimate. O

3.4.1 A duality argument - the Aubin-Nitsche Trick

For the energy estimate we need the relation between norm ||V - || and the bilinear form
given its ellipticity. This relation is typical for finite element discretizations of elliptic pro-
blems. Considering finite differences, the typical norm would be the maximum norm. Finite
element a priori error estimates in other norms will require additional work and a way to
replace the ellipticity estimate. The key idea will be the Aubin-Nitsche-Trick.

Lemma 3.34 (Adjoint problem). Let w € 'V be the variational solution of

alu, ¢) =) Vo eV,
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3 Die Finite Elemente Methode fiir elliptische Probleme

where 1 € V*. For a linear functional ] € V* we define the adjoint problem
zeV ald,z) =]J(p) VeV (3.16)

The adjoint solution z € V is uniquely determined and it holds

M
zlly € — V*,
[E4] Y 7]

where M > 0 is the constant of ellipticity.

Proof: We define the adjoint bilinear form
a*(z,¢) = ald,z) Vz,p V.

This bilinear form is elliptic and bounded. Lax-Milgram gives us a unique solution z € V
and also the stability estimate. O

The idea of the introducing the adjoint problem is to obtain new error measures. Assume,
that ] : V — R is the quantity, that we want to measure. Then, using the corresponding
adjoint solution z € V we get the error identity

Ju—un) = a*(z,u—un) = alu—un,z).
Galerkin-Orthogonalitdt and continuity of a(-, -) then gives
Ju—un) =alu—un,z—Inz) < M[Vu—un)| [V(z = Inz)|| Vdn € Vn.

Using the adjoint problem, we can estimate the error in general error functionals | by the
energy error ||V(u—un)|| and the approximation error of the adjoint solution ||V (z — Iy z)||.
It remains to find an estimate for this adjoint interpolation error. We will discuss different
adjoint problems.

Example 3.35 (Adjoint problem). We will consider different adjoint problems. We can express the
L2-error with help of an linear functional (even if the 12-norm is no linear functional)

J() == (w—un, d) [u—upl "
This functional is linear in ¢ and bounded in 12(Q) (and hence in H(Q))

J(d) < lldlla-
It holds

Ju—up) = [lu—upl.

By Riesz, there exists aj € L2(Q) = L2(Q)* given by

G,d) =J(d) Vo el*Q), [illz) = Tlzq)» =1
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3.4 A priori error analysis

Asj € L3(Q) the adjoint solution on convex polygonal domains will satisfy z € H2(Q) N HJ(Q)
with
[zllnz(a) < csllill = cs.

Another example for a linear functional wouled be the average of the x-derivative

() = JQ 3 b dx
S @)l < J 0l dx < J Vldx < c(Q)[Vlzia) Vb e HHQ)
Q Q

It holds ] € H™Y(Q) but ] ¢ L2(Q). Hence, we can only expect u € H}(Q).

The adjoint bilinear form is defined as a*(z, &) = a(P, z). For symmetric problems - like Poisson -
it holds

a’(z,9) = ald,z) = (Vo,Vz) = (Vz,Vd) = a(z, ).
This problem is selfadjoint with —Az = j.

If the elliptic problem includes a transport term, the adjoint problem is changed. We consider the
general diffusion-transport problem

—Au+o,u=7f = alud)=(Vu,Vo)+ (0xu,d).

The adjoint variational formulation is given with integration by parts

a*(z, Cl)) = Cl((l),Z) = (Vq)? VZ) + (axd),Z) = (VZ, Vd)) - (aXZ, (b) + JaQ Ty - ((I)Z) ds.

=0

Here a*(z, ) # alz, ¢) and the direction of transport is reversed

—Az —0xz =]j.
The original idea of Aubin-Nitsche was the derivation of an a priori L2-estimate.

Lemma 3.36 (A priori error estimate in the L?-norm). Let the assumtions of Lemma hold

true. Let u € V}(lm) be the finite element solution of polynomial degree m. Given u € H™1(Q) it

holds

Mc2c2
[u—upl < TlshmH”fHHmfl(Q)-

Proof: We introduce the adjoint problem

ze HYQ):  ald,z) =J(d), J(d):= (en,d)|len] "

It holds ey, € H}(Q) and the adjoint right hand side | is a bounded linear functional in
[2(Q) - Ras
(@) =, en)lllen] ™ < @] Vo € L*(Q).
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By Riesz, there exists aj € L2(Q) with

G,d)=J(d) del*>(Q) = |[j|=1

Using Lemma and assuming sufficient regularity of the domai it holds z € H%(Q) and
Izllnz(0) < esllillizia) = ¢s-
Galerkin-Orthogonality gives
llen]l =J(en) = alen,z) = alen,z — Inz) < M||Ven|| ||V(z — Inz)|. (3.17)

The first part is the energy norm estimate from Lemma For the second part we use the
interpolation estimate and the stability of the adjoint problem to get

MC2 2

CiCs TiCShmHHfHHm,l(Q). (3.18)

lenl < MThmllfllefl(Q) cih||VZz|| <

g

The adjoint problem is used as analytical tool only. We do not have to really compute a solu-
tion but can estiamte with the stability estimate. Later on we will discuss examples, where
we cannot remove the adjoint solution but where we will need a numerical approximation
of it.

Remark 3.37 (Optimality of the L?-estimate). The L? estimates is better by one power in h.
One could get the idea that more is to gain, if we use higher order polynomials and if the adjoint
solution would allow for higher reqularity. Assume quadratic polynomials are used and assume, that
z € H3(Q) holds. Then interpolation gives

IV(z—Inz)|| < crh?(|V?z]a < crcslilli )

where
), L U —up
[ —unl’
such that
w—up)|

[V(z — Inz) < cresh? IV
[u—un|

The overall L2-estimate gets

V(= )P

lu—un| < crcs
[w—unl

& flu—unll < veresh]|Vu —unl|
and once again get the result of an 12-error which is one order better than the energy error.

For the L? error we get one additional order of convergence. What is the maximum possible
convergence order if we go to even weaker error functionals?
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3.4 A priori error analysis

Example 3.38 (Average error). We consider the Poisson problem with a given right hand side f.
We assume that f € C™ is reqular and we also assume, that the domain is sufficiently regular, such
that u € C§(Q).

ueH;(Q) (Vu, Vo) =(f,d) Vo e H(Q).

Given a finite element approximation of degree m we get the energy error estimate
IV 0w —un)l| < cxesh™[fllrim-1 o)

As error functional we consider the average of the solution on the entire domain

HM—L¢M

The adjoint solution z is given as

zEHYQ): (Vz,Vd) = (d,1) Vb € Hi(Q).
The adjoint right hand side is the constant j = 1-function satisfying j € C*°(Q). Hence

[zl[rmi1(q) < el Hum-1(q) = csc(Q).
By inserting the interpolation and using the energy norm estimate we obtain
J(en)l = (Ven, Vz)| < [ Ven| [|V(z — Inz) || < cresh™|[f]lpim—1(q) cth™ [V 2|
such that the error estimate for the average gets
J(er) < ch®™[[f]lpm-1(q)-

We can double the convergence order.

One can argue, that h®™ is the optimal order if we consider linear functionals ] € H™1(Q).
All these functionals are bound in the H™'-norm. Let u € C2(Q) N C(Q) be the classical
solution with f = —Au. Then, it holds

(u—up,f) = —(u—up,Au) = (V(u —Un), Vu) = (V(u —up), Viu— uh)).
Next, with the definition of the H™!-norm

peti(a)  Vela INZTl Ve

which showsm that no error estimate (in a linear functional) can be better than twice the
energy error.
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[* estimates L™ estimates take a special role. They are important for applications, as
a bound in the L* norm will prevent the error to be large in single points. Assuming the
simulation of a technical problem, e.g. a mechanical load simulation of a bridge, where the
L? norm of the error is small, the error in single points can still be very large. If such a point
is the joint between different structural parts, this could result in a failure of the overall
structure.

The L* norm however is not natural in the world of finite elements and for variational for-
mulations. Finite element application shows, that the convergence order in the L* norm is
usually the same as in the L2-norm, O(h?) in the case of linear finite elements. A proper
analysis will show, that O(h?) convergence is not fully reached, instead we optimal analysis
reveals O(h?log(h)).

L> estimates are called pointwise error estimates and proofs will aim at showing convergence
in single points a € Q.

Lemma 3.39 (Suboptimal L*-estimate). Assume w € H?(Q) N C(Q). Then the pointwise error
for the linear finite element approximation can be estimated (suboptimal) as

max |en| < ch||V2u].
xeQ
Proof: Let a € Q. Then there exists an element T € Q}, with a € T. For every discrete

function vy, € V4, it holds
max il < ch vl (3.19)

This can be shown by transformation to the reference element. Use of norm equivalence and
transformation back to T gives

1
+ =TI Z||vn]T

max [Vh| = max [vn| < ¢||[Vn
T

using |T| = O(h?) (in two dimensions) (3.19)). Inserting the interpolation Inu and use of the
L*°-estimate maxt [u — Ihul < ch|V2u| gives

max len] < max lu— Ihul + max Then]
< ch||V2u||t + ch™ H|Inen].

By the continuity of the nodal interpolation in H?(Q) N C(Q) and the L? error estimate we
can show the estimate. d

In most application we will observe quadratic convergence for the linear finite element ap-
proximation in the L* norm. In the general case it holds

Lemma 3.40 (Optimal L®-error estimate). Let u € H3(Q) N C3(Q). It holds

< ch?{|In(h)[+1 V2ul.
mgxlehl c {I n(h)| + }mgxl ul
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3.4 A priori error analysis

Proof: The complete proof is given in [6]. We use a duality argument to estimate the error
in a € Q. The proper right hand side

sign(en(a)) x=a

j(x) == dalx) = {0 <0,

is a signed Dirac function. The corresponding error functional J(¢) is not sufficiently regular
for defining an H! adjoint solution. Instead we introduce a regularized Dirac on an element

acT, €O
sign(en)
x €T,
Shx) =4
0 x & T,.

This gives
1
(Ven V9" = | lenlax.
T )T,

For [T*| — 0 this expression is an approximation of the pointwise error. The technical diffi-
culty of the optimal error estimate is to estimate the adjoint solution g". A function g with
the property (Vg, Ven) = en(a) is called Green’s function at a € (). The adjoint solution gh
is a reqularized Green’s function. For details we refer to [l6]. O

The logarithmic part In(h) — oo in the estimate is no weakness of the proof. On specially
constructed meshes it is possible to numerically observe this term. Using finite elements of
degree m > 2, the optimal estimate holds without this logarithmic factor

sup len| < ch™ sup |V™u.
Q Q

And if we consider the maximum norm of the gradient error, we also do not get this loga-
rithm
sup |Ven| < chsup [V2ul.
Q Q

3.4.2 Finite Elements on Curved domains

The standard finite element analysis is heavily depending on the conformity of the Galerkin
approach Vi, C V which is essential for getting Galerkin-Orthogonality. If the domain Q is
curved and cannot be matched by the finite element mesh Qy, # Q, the finite element space
will not be conforming. In this section, we shortly discuss the approximation of the Laplace
problem

ueH;(Q): (Vu,Vd)a =(f,d)a VY € Hy(Q), (3.20)

on a domain Q C R4 that is curved and smooth, i.e., the boundary 9Q locally allows for a
CTH—parametrization, with r € IN,. Finite elements on curved domains must deal with two
difficulties.
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Y

Abbildung 3.6: Left: geometric remainders for curved boundary approximation. Definition
of the mesh snippets S} = Oy \ Q and S§ = O\ Qy,. Right: Definition of the
curved extended element T fitting the domain Q. Exemplarily for quadratic
iso-parametric elements.

1. A polygonal mesh will never exactly match the domain Q). Hence, the discrete equation

Up € Vi: (Vup, Voo, = (f,dn)a, VYon € Vi,

is given on a different domain. The right hand side f must not even be defined on all of
Qp, which is the case, if the domain Q) has concave boundary parts, where Qy, might
reach out. For this reason, we denoted a modified (extended) right hand side by f. For
details, we refer to Remark [3.45

2. The boundary conditions cannot be exactly satisfied. We consider homogenous Di-
richlet conditions only. While u € H(I)(Q) is zero on all of 0Q), uy, € V4, is zero in the
boundary nodes on 9Q) but otherwise, it is zero on 9Q}, # 9.

Finite element analysis on curved domains is discussed in literature [22]]. General proofs for
isoparametric finite elements on curved domains, including optimal order a priori error

bounds for the energy error are given in [5].

To cope with the two problems mentioned above, we will start by stating some definitions
and lemma. Parts of the boundary can be convex or concave. We define the remainders by

h=0\Qn, SE=0r\Q, Sh=S{USy. (3.21)

For a parametric triangulation Qp, of Q) it holds

Lemma 3.41 (Isoparametric triangulation of Curved domains). Let Q C R¢ be a domain with
smooth boundary allowing for a C"-parametrization with v > 1. Let Qy, be an isoparametric mesh
of Q with polynomial degree . For the area of the mesh snippets S}, SY., S, it holds

ISRl = ISkl =ISnl = O(h').
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Proof. This follows by simple geometrical arguments. Let T € Qp, be an element at the boun-
dary and S be that part of Sy, which is conntected to the element T, see Figure Further,
let e € 0T be the (curved) edge at the boundary I, which is a d — 1-dimensional manifold
in R with area |e| = O(h¢~!). Assume, that \ : e — R is the parametrization of dQ over e
(see again Figure[3.6)). 1 (s) has r + 1 zero’s along the edge in 2d. Hence,

max [P| < ch™ ™ max p™H.
[0,h] [0,h]

Therefore, as |e] = O(hd~1), it holds
SI=0(h"*9) = S| =0(h"*"),
as O(1/le]) = O(h—d+1), O

The previous lemma shows that standard finite elements will always suffer from a geome-
trical error. By the use of isogeometric analysis [4] this error could be completely avoided
for domains, that can be described by splines.

Another technical difficulty is given by the mismatch of Q and Qy,. Functions u € H}(Q)
and up € V;, are defined on different domains, such that the meaning of the expression
u—1up must be discussed. The following lemma will show a way to give u, € Vi a meaning
both on O, and on Q.

Lemma 3.42 (Boundary extension of discrete functions). Under the assumptions of Lemma
leth <hye Rand T € Qy, be an element at the boundary 9Q with boundary edge e € 0T. By T
we denote the curved triangle fitting the domain’s boundary, see Figure For uy, € Vn, we define

by ﬂh‘T the polynomial extension of uh‘T to T. It holds
crlfunllis(my < l[tnllys () < c2llunllns ), s=0,1,2,
with two constants ¢y, co > 0 that do not depend on T or h.

Proof. This follows by considering equivalence of (discrete) norms and the negligible size
of the remainders.

Tl =[TI=0(h%), [(T\T)U(T\T)I=O0(h*).

In the following, we will always use the notation 1, even on T.

While uy, € V4, is well-defined on Qp, (including S})) and can be extended to Q includig S§,
functions u € H}(Q) are only well-defined on Q including S¥. An extension to the concave
part Sy might fail due to limited regularity. For the analysis, we need one further - trace
inequality-like - estimate:
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! (s(a),a)
e

W z = (s,a)
I

Abbildung 3.7: Local coordinate system on curved elements. Sketch for the proofs of Lem-
ma and The boundary I with segment e C T is given as parame-
trization of ', with segments ey, i.e. sT: e — e.

Lemma 3.43 (Geometric boundary error). Let u € H}(Q). There exists a constant ¢ > 0, such
that for the convex remainder S, it holds

ﬂ
[ullsy < ch = fullpiq)-
Further, let wy, € Vy. It holds

[un s (s,) < Ch%HuhHHS(Qﬁ s=0,L

Proof. For the proof, we refer to Figure[3.7] Let T € Qp, be an element on the boundary,
en € 0T be the edge of the element, T the extended element~and e € T be the edge at the
boundary 0Q). By S we denote the remainder between T and T.

(i) Let x € S be given as x = (s, &), where « is the angle and s the radial coordinate, see
Figure The local coordinate system is such, that (0,«) € en C [} is a point on the
boundary of the (curved) triangle and (s(«), &) is the corresponding point on the domain’s
boundary part e C T. It holds |s(«)| = O(h"™"!), compare Lemma Letu € C!(S). It
holds

u(s, o) =u(0, x) + r oru(t, o) dt,
0

and hence s
|M&MP<cQMQaW+m@|muwaWdQ.
0

Integration over S (in s and «) and noting that |s| < [s(o)| < ch™™! gives

Il < ch™ Hlulfg +h* 1 vulfs. (3.22)

(ii) To proof the first estimate, we continue with (3.22)) by summing over all boundary ele-
ments, using trace inequality and Poincaré and extending S}, to Q

ﬂ
[ulls, < eh = ([Vula.
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3.4 A priori error analysis

(iii) For the second inequality, we apply the local trace inequality and extend from Sto T
enlls < eh™* (R [un [T + 1l Vun|[F) + h* [ Vun|f3.
Using the inverse inequality, we get
lunlls < ch™[lun |,

such that the result follows by summing over all boundary snippets. This argumentation is
also valid for Vuy,. O

Discrete functions ¢, € Vi, are not zero on 0Q) but zero on 0Qy,.

Lemma 3.44 (Curved boundary error). Let ¢y, € Vi, be arbitrary. It holds

1
dnlloa < ch™2||[Vdnla

Proof. We again refer to Figure Let T € Qp and (s(«), @) € ebe a point on the boundary
of 9. By (0,x) € e, C 0T we denote the corresponding point on the boundary of the
triangle. It holds for ¢y, € V,

s(«)
Br(s(00. o) = on(0.00 + | drbu(t, ) d,
and hence by squaring and integrating over « and by noting that [s(x)| = O(h"™!) we get
lbnll2 < ldnllz, +ch™ [ Von]s. (3.23)
With Lemma and using ¢ = 0 on ey, gives

lbnlle < ch* 1 Von]g,

such that the result follows by summing over all boundary parts. O

Remark 3.45 (Extension of the right hand side at concave domain boundaries). As discussed
in the beginning of this section, problems might already arise with the definition of the right hand
side f : O — R, which is not necessarily well-defined on the discrete domain Qy,. This issue is easily
handled by defining a projection or interpolation fy, € Vy, to be used as discrete right hand side:

(fh, dn)o = (f,dn)o  Vdn € V.

An additional error of type

(f —frn, dla <cllf = frllu1 o) [IVPlla,
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will arise. By exploiting the weak norm and orthogonality of f — fy, such estimates can be given with
optimal order and without requiring additional regularity of f € H'~1(Q):

f—fp,
Hf_fh‘|H*1(Q): sup w
peHi() IVl
~ p b —dla
deEHL(Q) IVl

<[V o

To shorten the proof of the following lemma we will not give details on this issue and just consider f
as a well-defined right hand side function.

With these preparations, we can show the following essential theorem, that gives the a priori
error estimate for the Laplace equation on smooth and curved domains:

Theorem 3.46 (A priori error on curved domains). Let r € IN,.. Let Q be a domain with boun-
dary that allows for parametrization of degree v+ 1. Let f € H™1(Q) NL%(Q). Let un, € Vi, be the
isoparametric finite element solution of degree r. It holds

lu—unlli o) < eh'fIfllr-1(q)

and
w—unll < ch™[f]lyr1(q)-

Proof. (i) We start with the H! error estimate and derive a modified Galerkin orthogonality.
For ¢1, € Vy, it holds (where we use the extension ¢y, = ¢y, defined by Lemma3.42jwithout
further notice)

(f,dn)a = (A, dn)a = (Vu, Vdn)a — (dnu, dn)oa-
The discrete problem is defined on Qy with Qp = (Q U S}) \ S§. It holds
(f,dn)a + (f, dn)sy — (f, dn)sy = (Vun, Von)a + (Vun, Von)sy — (Vun, Von)s;.

Then, for the finite element error ey, = u — uy,, we get the following disturbed Galerkin
orthogonality:

(Ven, Vén)a = —(f, dn)sy + (f, dn)sy

(3.24)
+ (O, dn)oa + (Vun, Von)sy — (Vun, Von)sy.

(i) Now, we can estimate the energy error by picking ¢n = Inu — un:

IVen||d < [VenllallViu—Inuw)a + [flsInu—unls
+ [[Vun[[s[|V(Inu —un)lls + [[onufaallnu —unlloa, (3.25)
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3.4 A priori error analysis

where we enlarged S and Sy to S. The single terms can be estimates with help of Lem-
ma and and the standard interpolation estimate. Exemplarily we discuss the boun-
dary term. With Lemma

Tl
[Onullaal|The —unlloa < cliuflzioich 2 [[V(Inu —un)|a
r+1

cllulliz(o) (IViu=Thlla + Ve —unlla)-

The remaining terms can be handled in a similar fashion, such that combination with Young’s
inequality gives the final estimate.

(iii) For estimating the L%-error, we define the adjoint problem:

—Az = on Q withz=0o0n 0Q),

le h”

such that
Izll12(q) < cs.

Multiplication with ey and integration over Q yields
lenlla = (en, —Az)o = (Ven, Vz)a + (un, 0nz)s0,
as u = 0 on 90Q). Using ((3.24) with ¢y, = I1,z, it follows

lenl| < [[VenllallV(z—Inz)[a + [lunlloallonzlloa + [OnulsallInzlea

(3.26)
+ IfllsThzlls + [[Vunl[s[|VInz]s.

The first term can be estimated with help of the energy estimate and the interpolation esti-
mates, followed by the stability of the adjoint solution ||z||j2(q) < cs. For the second term,
we first use (3.23]) and get by introducing +u

lunlloa < ch™ [[Vunls < ch™" (| Venlls + [|Vulls) < ch™>' [[Ven || + ch™ e

This procedure will also be used for the third term. The right hand side part in the fourth
term of ([3.26]) is estimated with Lemma [3.43]

Iflls < ch™ [[fllr (o

For the interpolation part || I, z|| we first use the intermediate result (3.22)) from the proof of
Lemma and introduce £z on the boundary to get with interpolation estimates

IThzlls < ch'F |z — Inz|on + ch”
=0

ch®*2|z||p2(0) + chr+%HZHH1(Q)~
Overall, the fourth term in (3.26)) is estimated as

[fllslITnzlls < eh™ 2 |[flh(a
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This trick is also used in the final term of (3.26)). As (r+1)/2 <r+1/2
IVInzlls < ch™® [|VInz|loq + ch' 2| V2Inzl|s,
T+1
< (V2= Tn2)loa + V32— Tn2)la + lzle(a)
The same estimate is applied to Vuy,
TH1
[Vunlls < ch™# (9w —un)loa + V2 (w—un) o + e o) ).

Together with the stability estimates of the interpolation and higher order estimates of the
discrete solution (that can be shown by introducing +I,u and applying the inverse estimate
to the discrete parts) we get

IVunlslVinzls < ch™ ]2 ().

3.5 Praktische Aspekte der Finite Elemente Methode

Die wesentlichen Schritte beim Losen einer partiellen Differentialgleichung mit der Finite
Elemente Methode sind:

1. Wahl eines Finite Elemente Gitters Qy,
2. Wahl einer Finite Elemente Basis {cl)}(li ), i=1,...,N}

3. Aufstellen der rechten Seite
bp = (bi)iL;, bi=(f, dJS))Q
4. Aufstellen der Systemmatrix
Ap = (Aij)yj:p Ay = a(¢](1j)7 dDS))

5. Losen des linearen Gleichungssystems

Ahuh = bh.

Schritte 3. und 4. bestehen im Wesentlichen aus Integration von Testfunktionen, der rechten
Seite und eventuell von weiteren Daten. Zum automatischen Aufbauen von rechter Seite
und Matrix muss diese Integration durch numerische Approximation erfolgen. Hierdurch
werden zusétzliche numerische Fehler in das diskrete Problem eingefiihrt. Im Folgenden
werden wir den Einfluss der numerischen Integration auf das Gesamtverfahren genauer
untersuchen.
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3.5.1 Numerischer Aufbau der Gleichungen

Das Finite Elemente Verfahren ist durch die lokale Vorgabe einer Basis gegeben. Fiir jede
Basisfunktion cl)](1l ) gilt, dass supp(c])il1 NnT # () nur fiir sehr wenige Elemente des Gitters
gilt. Auf jedem Element ist jede Basisfunktion ein Polynom und daher sehr effizient zu inte-
grieren.

Der Aufbau von rechter Seite und Systemmatrix bei der Finite Elemente Methode wird As-
semblierung genannt und nutzt diese lokale Definition durch geeignetes Sortieren der Terme.

Es gilt:
b; :J fh dx= Y J fpr dx= Y J fpy dx
° TeQn ! Trsupp()))#0

Zur Integration der Vektorkomponente b; muss also tiber all diejenigen Elemente T € Qp
integriert werden, welche den Tréger von d)gl ) schneiden. Bei der praktischen Realisierung
von Finite Elemente Methoden ist es meist (aufgrund der verwendeten Datenstrukturen)
schwierig zu einer Basisfunktion alle Elemente zu finden, in denen die Basisfunktion defi-
niert ist. Da hingegen die Basisfunktionen lokal durch Vorgabe von Knotenfunktionalen auf
jedem Element definiert sind, besteht fiir jedes Element T € )}, unmittelbar Zugriff auf alle
Basisfunktionen d)ﬁl ) welche auf T definiert sind.

Die Integration von rechter Seite und Matrix ist deshalb lokal aufgebaut: auf jeder Zelle
T € Qp werden die Integrale iiber alle auf T definierten Basisfunktionen berechnet und
lokal gespeichert:

brj = (fdy 1 j=1... N1 Arg=alo” oy )r Li=1,.. N,

wobei N die lokale Anzahl Basisfunktionen ist, also die Dimension des zugrundeliegenden
Polynomraums P(T). Bei linearen Finiten Elementen auf Dreiecken ist Nt = 3. In einem
ersten Schritt werden also sogenannte Element-Steifigkeits-Matrizen und Element-Lastvektoren
gebildet. Im Anschluss wird die globale Systemmatrix Aj, und der Lastvektor by, aus den
lokalen Beitragen zusammengesetzt:

N Nt
A=) D Aty bi= ) D briw:

TeQy k,1=1 TeQy k=1

Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dass die Integration stets nur auf einzelnen Elementen des
Gitters erfolgt. Hier sind die Basisfunktionen Polynome (oder im Fall von parametrischen
Finiten Elementen rationale Funktionen) und also auf jedem Element beliebig reguldr. Dies
ist wichtig fiir die Verwendung von numerischen Quadraturregeln.

Bei parametrischen Finite Elemente Ansdtzen erfolgt die Integration der lokalen Element-
Matrizen und Element-Lastvektoren durch Transformation auf ein Referenzelement T. Mit
der Transformation Ty : T — T gilt fiir die rechte Seite:

by — L £ (x) dx = L det(Tr (%)) F(%)6 7 (%) d,
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und fiir die Matrix (im Fall der Poisson-Gleichung):
At = L Vo () Vo (x) dx = L det(Tr(%))BT V) - BT TV, dx.

Diese Integrale auf der Referenzzelle T werden mit Hilfe einer numerischen Quadraturfor-
mel berechnet. Wir betrachten im Folgenden also das Problem, eine gegebene Funktion v
auf einer Zelle T zu integrieren, bzw. das Integral mit hinreichender Genauigkeit zu appro-
ximieren. Hierzu werden interpolatorische Quadraturformeln verwendet, welche die Funktion
V mit einem Polynom p € P4 mit dim(P;) = S interpolieren und das Integral {iber v durch
das Integral iiber p approximieren

mit einem Restglied R;. Ist durch ﬁk(fc), k = 1,...,S eine Basis des Polynomraums P;
gegeben, so schreibt sich die Quadraturformel einfach als

Qif5) = Y- @nilin), @i = | i)k,
k=1 T

mit Gewichten dy und Stiitzstellen %y € T.

Definition 3.47 (Quadratur). Eine interpolatorische Quadraturformel Qy, auf der Referenzzelle T
heif$t von Ordnung r, wenn sie Polynome bis zum Grad v — 1 exakt integriert. Sie heifSt zuldssig fiir

A

den Polynomansatz P(T), falls die Stiitzstellenmenge reichhaltig genug ist, so dass:

qe P(T): Vqxk)=0(k=1,...,S) = q= konstant.

Eine Quadraturformel Q+ auf der Referenzzelle kann nun zur Integration einer beliebigen
Funktion v auf T verwendet werden. Mit der Schreibweise V(X) = v(x) und x = TrX gilt:

S S
Qr(v):= wir v(xk) = det(Bt(xyx)) Wk v(Xi). (3.27)
T ]; k VXK ];\%5:_5 k

Fiir den Fehler einer Quadraturformel einer gegebenen Ordnung r auf einer Zelle T € Oy,
gilt

Lemma 3.48 (Quadraturfehler). Fiir eine interpolatorische Quadraturformel Qt der Ordnung
T > dauf einer Zelle T € Qy, angewendet auf eine Funktion v € W™L(T) gilt:

j vix — Qr(v)
;

< CThII—J V'] dx,
T

mit einer Konstante ct welche von T abhingt.
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Proof: Mit Tr : T — T und x = Tr% verwenden wir wieder die Schreibweise v(%) = v(x). Auf
der Referenzzelle definieren wir ein Fehlerfunktional:

F(v) :=

JA v(x)dx — Q45 (V)].
+

Dieses Funktional ist wohldefiniert, wenn die Auswertung von Punktwerten v(xy) erlaubt
ist. Der Einbettungssatz fordert hierfiir:

r—%}() &S or>d

Es gilt somit:
FO) < elvllyea 1)

Weiter ist F sublinear [F(v +W)| < ¢(|F(V)| + [F(W)]) und es verschwindet auf dem Polynom-
raum P""!, denn r ist gerade die Ordnung der Quadraturregel. Wir kénnen das Bramble-
Hilbert Lemma anwenden und erhalten:

FON< eVl -

Wir haben hier eine Variante des Bramble-Hilbert-Lemmas fiir die L!-Norm verwendet.

Dieses Fehlerfunktional wird auf die Zelle T transformiert. Hierzu nehmen wir an, dass die
Transformation affin linear ist. Es gilt (vergleiche den Beweis zur speziellen Interpolations-

abschitzung, Satz (3.27)) :

JTV(X) dx — Qt(v)| =|det Bt|[F(V)],

sowie

!\Vr9||1_1(f) < cldet BTI*Ih}HVrvHLl(T).
Kombination beider Transformationen ergibt die Behauptung. O
Die Konstruktion von Quadraturformeln auf allgemeinen Elementen, also Dreiecken, Vier-
ecken, Tetraeder, usw. ist weitaus komplizierter als im eindimensionalen Fall. Der Fall von
Vierecks-, sowie Hexaedergittern ist einfach, da hier ein Tensorprodukt-Ansatz moglich ist.

Es sei T = (0,1)9 das Referenzelement und I = (0, 1) das Einheitsintervall. Auf I sei eine
interpolatorische Quadraturregel Q; einer gegebenen Ordnung r gegeben:

S
Qi) = Y dyb(%y).
k=1

Auf Intervallen stehen zum Beispiel die sehr effizienten Gaufs’schen Quadraturregeln zur
Verfligung. Diese Regeln haben bei Verwendung von S Stiitzstellen die Ordnung r = 2S.
Fiir die Einheitszelle gilt T = 14 und wir definieren die Quadraturregel

S S
Qi) =D -+ > Dk, Dy ¥Ry, R,
kq=1

ki1=1
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mit $¢ Punkten und Gewichten. Ist die urspriingliche Quadraturformel Q; von Ordnung ,
so ist die Tensorprodukt-Formel Q4 auch von Ordnung r und integriert alle Polynome aus
dem Raum Q™! exakt

Qrli={x{" - x3, 0< a,...,¢g <T—1}

Auf allgemeinen Elementen (also etwa Dreiecken) ist diese Konstruktion nicht moglich.
Einfache Quadraturformeln auf Dreiecken sind z.B. die Mittelpunktsregel

Qt(v) =ITlv(s), s SchwerpunktvonT,

von Ordnung 1 oder die Trapezregel:

v(xi), xi EckpunktvonT,

W=

3
Qriv =My
k=1

von Ordnung 2. In Figure 3.8 we show different quadrature rules on the reference triangle.
They can be mapped via Tt to every triangle T € Qy,.

By numerical quadrature, system matrix Ay and right hand side by, are not exact. Instead
of

AnXp =bn
we solve the disturbed system

ApXp =bn

that gives rise to the disturbed finite element solution
N
Tn(x) =) Xidi(x).
i=1

We must include the additional quadrature error into the analysis. Prior however we musst
assure, that the disturbed system matrix Ay, is still regular, such that we get a unique solution
Uy, at all. It holds

Lemma 3.49 (Finite Elements with numerical quadrature). Let Q+ be a permissable quadrature
role of order v > d. The disturbed Finite Elemente solution Wy, € Vy, of the Laplace problem is
uniquely determined and for the finite element approximation of degree m — 1 it holds

||u_11h|| < Chmin{m,r+37m}HuHHm(Q% HV(u—th)” < Chmin{mfl,rJerm}Hu”Hm(Q)‘

Remark 3.50. To avoid loss of convergence order we need a quadrature rule of degree
r+3—m>m < r>2m-—3.

For linear finite elements, v = 1 is sufficient such that constant polynomials are exactly integrated.
For quadratic finite element we need v > 3 such that quadratic polynomials are exactly integrated.
If nlr € P™—Y(T), the product Vi, - Vo is a polynomial of degree 2(m — 2). By this rule, the
matrix (without a coefficient) will always be integrated without a quadrature error.
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(a) Linear (b) Quadratic (¢) Cubic
o=(bd) w=1  a=(hd) w=} o= (11) w=-%
r=lpg) vy o
c=(513), w=3 C:(?al)’wié—s
d=(3,3), w=%
B
c, T
A
(a) Linear uadrati (¢) Cubic
o= (Eh w=1  a-@d.u-}  a-(bh w--Z
ZEOv=y Pyl =g
c=(3.3), w=3 C:(ll_-ﬁl’l_gﬁ)’w:%_%
d= (1. 15), w=13

Abbildung 3.8: Numerical quadrature rules on triangles.

3.5.2 Eigenschaften der Systemmatrix

In die Losung der linearen Gleichungssysteme
Anup = by,

flieft oft der grofste Teil des numerischen Aufwands. Die Steifigkeitsmatrix Ay, € RN*N jst
sehr grofs, oft gilt N > 1000000, dafiir aber nach Konstruktion der Finite Elemente Basis
diinn besetzt mit je nach Ansatzgrad und Dimension zwischen 5 und iiber 100 Eintragen
pro Zeile. Ublicherweise, insbesondere bei Verwendung von allgemeinen Gittern, hat die
Matrix keine Bandstruktur sondern die Struktur &ndert sich von Zeile zu Zeile.

Durch numerische Quadratur treten zwangslaufig Rundungsfehler auf. Beim Losen des li-
nearen Gleichungssystems werden diese Fehler verstarkt. Es gilt die folgende Abschitzung.
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Lemma 3.51 (Storungssatz). Let Ay, and dby, be distortions of system matrix and right hand side
satisfying

[8AR]]
AR

u := condz(An) <1, [sAn] < [lAM

Then, for the distorted solution iy, = up + duy, it holds

[Sun|| _ conds(An) {H5AhH !5bh|!}
[[un | 1—p [AR] [[on]

Proof. (i) We start with the simple case and consider an error in the right hand side only
by, = by, + 6by,. It holds

Apun = bh, Ahﬂh = f)h =  Up — ﬁh = Aglébh

and hence with Au;, = by,

[ —Onll _ flun — el _ [un =0l 5 1) 1805
AR [[unl [Anun]| [l [brl
Multiplication with ||A|| gives the first result
[un — tn || 18|
< cond(Ap) (3.28)
[[un]] [l
if we consider an error in the right hand side only.
(ii) Now, we consider an error in the matrix A = Ap + 8Ap. It holds
Anpuy, = by, Ahﬁh =bn = up—up= AﬁléAhuh.
Using the assumption ||A; '8An|| < [|AL Y] [|0AR] < 1 gives
- lsay-la— 1AL 18AR
[(An +8AR) 10AL| = [|(I4+ ALBA) LA I6A || < —— 0
’ H H h h H 1— ||Ah16AhH
Hence L
_ A |[6AR
< S ALy
L= [|A; " 8AR]|
We define by ||[uy || and extend the fraction by ||Aw||/||An|| (twice) to get
[un —unfl _ cond(An) [dAR||
u S I8AR] ||A
[l S T cond(an) I3 A
(iii) The final result follows by combining both estimates. O
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Lemma 3.52. Let || - || be a matrix norm, induced by a corresponding vector nom. Let A € R™*™
be such that |A|| < 1. Then, I + A is a reqular matrix and it holds

1

II+A)H < :
1—|A]

Proof. As || - || is an induced norm
1T+ Aall = [x]| = [[Ax]} = (1 = [|A|)]x]-
Therefore 1 — ||A|| > 0 shows, that I + A is injective and regular. Finally

1= =[0I+ A)T+A) |+ [T+ A) " +A(I+A) —1
> [T+ A) = AT+ A)Y
= [T+ A1 —[A]) > 0.

O]

Die bestimmende Grofle fiir die Fehlerfortpflanzung ist also die Konditionszahl der Matrix.
Wir beweisen:

Lemma 3.53 (Konditionierung der Steifigkeitsmatrix). Auf einer Folge von reguliren Gittern
Qy, gelten fiir die Konditionszahlen der Steifigkeitsmatrix Ay, (der Poisson-Gleichung) sowie fiir die
Massenmatrix My,:

conds(An) = O(h™2), condy(My) = O(1).

Proof: (i) Beide Matrizen sind positiv definit. Die Spektralkondition ist also gegeben durch:

)\max(Ah) )\max(Mh)
condy(Ap) = ————, conday(Mp) = ———.
YA = R A MM R ML)
Fiir die Eigenwerte einer positiv definiten Matrix A gilt
. (Av,v Av,v
Amin(A) = min < > < > = Amax(A).

—= < max
veRN  [V[2 T yerN  |v[?

(if) Wir bestimmen zunéchst die Konditionszahl der Massenmatrix. Mit den Element- Mas-

senmatrizen Mt und der elementweisen Einschrdankung vy = vt gilt fiir einen Vektor
vh € Vi mit Koeffizienten v:

(MTvT,vT)

2
g vl

(Mpv,v) = Z

TeOQy

P ‘VT|2 > min {}\min(MT)}|V|27
TGQh

min 72
TeQn, veRN lvrl
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Entsprechend gilt fiir den maximalen Eigenwert:

MyvT,v
ULV 5 e < min (s (M) el
TeQy

Muyv,v) < max
< MA TeQp,veRN lvr?

wobei dmax die maximale Zahl Zellen ist, die sich in einem Knoten treffen. (Diese Konstante
ist auf formreguldren Gittern gleichméfSig in h > 0 beschrankt).

Fiir die Eintrdge der Massenmatrix gilt bei Transformation auf das Referenzelement:
mij = |det Br|my;,
und es gilt also mit |det Bt| = O (h%) fiir die Eigenwerte von M:
Amax (M) = |det BrAmax(M¢) < ch$,  Amin(Mr) = [det Br[Amin(M7) > chi.

Die Matrix M+ ist fest, die Eigenwerte konnen durch Konstanten abgeschitzt werden. Es
folgt:
Amin(Mp) > ch?, Amax(Mp) <ch® = condy(My) = O(1).

(iii) Die Eigenwerte der Steifigkeitsmatrix Ay wollen wir auf die Eigenwerte der Massen-
matrix My, zurtickfiithren. Es gilt:

(Apv,v) . (Myv,v) . a(vh,Vvn)
Amin(An) = min VYV g AWRY Y SV Yh ,
min(An) = Vrél]%{r# My, ) iy Jmin. TN min(Mn)
(Anv, > (Mpv,v) a(Vh,vn)
Amax(An) < AL/ GWVh: V) ) .
Weiter gilt wegen Vi, C V= H}(Q):
i QVRVE] vy
eV vell? 7 veria) [vI[? i

mit dem kleinsten Eigenwert des Laplace-Operators auf Q). Mit der inversen Beziehung,
Satz gilt ferner:

alvh,vn) < ) IVvRlF <c D hy?fvnlf < ¢ max hT2||vh||
TeQy TeQy

Insgesamt gilt also:

Amin(A)Amin(Mn) < Amin(An) < Amax(An) < CTHEI%)X ht )\max(Mh)
h

Mit Apin(A) = cg > 0 und den Eigenwerten der Massenmatrix folgt die Behauptung. O

It is important to note, that the h-dependency of the condition number

conds(Ay) = O(h™2)
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3.5 Praktische Aspekte der Finite Elemente Methode

comes from the degree of the differential operator. —A is a second order differential operator.
The mass matrix corresponds to the identity operator id and here, the condition behaves like
O(1). Finite element approximations of the operator A%, where

a(u7 (I)) = (_Auv _A(I))

have a system matrix with a condition number that scales as O(h~*). The condition num-
ber does not depend on the polynomial degree of Vi, and it also does not depend on the
dimension d of Q C R4.
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3 Die Finite Elemente Methode fiir elliptische Probleme

3.6 A posteriori Fehlerschatzung und adaptive Finite
Elemente

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der a posteriori Fehlerschitzung. Hier geht es zum
einen um die Frage, eine berechenbare Schranke ny, € R fiir den Fehler der Finite Elemente
Approximation angeben zu konnen:

U(u — uh)| < nh(Qh7uh7 f)7

also eine Grofie nn, welche bei Kenntnis des Gitters, der Losung und der Problemdaten
berechenbar ist. ] soll hier ein beliebiges Fehlerfunktional sein. Im Gegensatz zu a priori
Fehlerabschidtzungen muss auf unbekannte Konstanten soweit wie moglich verzichtet wer-
den, d.h., zur Berechnung des Schitzers ny diirfen nur das Gitter Qy, die Daten f sowie
die berechnete diskrete Losung uy eingehen, nicht aber etwa die Losung u € H(l](Q) oder
Konstanten welche nicht berechnet werden konnen (wie die Konstante des Spurlemmas,
der Interpolation, oder die Poincaré Konstante).

Der zweite Aspekt in diesem Kapitel ist die Berechnung von Fehlerindikatoren {nt}tcq, . Das
sind verteilte Grofien, welche den lokalen Fehleranteil angeben. Lokal kann hier bedeuten,
dass etwa nt den Fehlerbeitrag der Gitterzelle T € Oy, angibt, oder n; den Fehlerbeitrag des
Einzugbereichs einer Finite Elemente Basisfunktion. Solche lokalen Fehlerindikatoren sind
Grundlage von adaptiven Verfahren nach dem folgenden Muster:

1. Berechne diskrete Losung un, € Vi,

2. Schiétze den Fehler ny,. Falls ny, < TOL einer vorgegebenen Fehlertoleranz, Abbruch.

3. Erstelle lokale Fehlerindikatoren {nt}vcq, und verfeinere das Gitter Qy, ﬂ Q. Wei-

ter bei 1 mit V; auf Q.

Wir betrachten in diesem Abschnitt exemplarisch die Poisson-Gleichung;:

ueV:i=HQ) (Vu, V) = (f, d) Vb eV, (3.29)
up eV CV (Vun, Von) = (f,dn) Von € V. (3.30)
3.6.1 Residuenbasierte Fehlerschatzer

Bei der Berechnung von a posteriori Fehlerschitzern darf die unbekannte Losung u € V
nicht eingehen. Ein zentraler Begriff ist das Residuum:

Definition 3.54 (Residuum). Das Residuum der Gleichung (3.29)) an der Stelle uy, € Vy, ist ein
Funktional Ry, : V — R:

Ru(un)(®) = (f, d) — (Vun, V) Vo e V.
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3.6 A posteriori Fehlerschitzung und adaptive Finite Elemente

Das Residuum steht im engen Zusammenhang zum Fehler ey, :== u—uy, der Finite Elemente
Approximation:

Lemma 3.55 (Residuum). Das Residuum Ry, (-) ist ein stetiges lineares Funktional auf V. Ist uy, €
Vi Losung von (3.30) und u € V Ldsung von (3.29)) so gilt:

Ru(up)(pn) =0 Vén € Vn (3.31)
[V(u—un)iz(q) = [Rn(un)]-1, (3.32)
mit der Dualnorm
Ri (un)(d)

Ru(up)|l-1 = sup —= -
| | vev IV

Proof: (i) Wir zeigen zunédchst, dass das Residuum ein stetiges lineares Funktional ist. Es
gilt:

Ri(un) (@) =1(f, &) — (Vun, VO) < [ [|[l + [Vunl VoI < (ep [l + [Vun DIV,
mit der Poincare-Konstante c,. Fiir uy, € Vj, fest gilt also R, (un) € V*.
(if) Fur die diskrete Losung un, € Vy, gilt:
Ru(un)(dn) = (f, dn) — (Vup, Von) =0 Vo € Vh.

Gleichung (3.31]) folgt also unmittelbar aus der Definition des Residuums und der diskreten
Losung uy,.

(iii) Fur die Losungen u € V und uy, € Vi, C V gilt:

Ru(un)(d) = (f,d) — (Vun, V) = (Vu— Vup, ¢) = (Ven, Vo). (3.33)

Das heifst, fiir die Dualnorm des Residuums folgt:

(Ven, Vo) [Ven|[ V]|
Rrh(un)||=1 = sup ——=—— < sup ———— = || Ven]|.
[Rnlunll=r =000 “ o <o ver  Verd
Umgekehrt gilt mit (3.33)):
Rn(un)(e
[Venl2 = Rufun)len) = SN 15, | < ey | R (un) .
[Venl|
Die letzten beiden Ungleichungen ergeben ([3.32)). O

Die Dualnorm des Residuums ist also eng mit der Energienorm des Fehlers verwandt. Ist
up € Vi bekannt, so kann fiir jede gegebene Grofse ¢ € V auch das Residuum berechnet
werden. Es ist im Allgemeinen jedoch nicht moglich die Dualnorm ||Ry, (un )||—1 zu berech-
nen. Wir benotigen Abschadtzungen fiir diese Dualnorm. Zunéchst definieren wir als Hilfs-
grofien:
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3 Die Finite Elemente Methode fiir elliptische Probleme

Definition 3.56 (Kantensprung). Seiuy, € Vi, und £ € Qy, die Kante einer Zelle T € Qy,. Wir
definieren den Kantensprung iiber die Normalableitung:

nr, - Vu +n7, - Vu ECTinT, T #T
g - Vuy] = T h‘Tl Tz h‘TQ 1M 1 1 # T
E C0Q,
wobei n, die bzgl. T nach aufSen gerichteten Normalvektoren sind. Da nt, = —nr, gilt folgt:

e - Vurll = Ine - (Vun|y, — Vun|4)l,
bei beliebiger Wahl von ng = nr,.

Lemma 3.57 (Residuenbasierter a posteriori Fehlerschitzer fiir den Energiefehler). Es sei
u € V Losung von (3.29)) sowie uy, € Vy, die lineare Finite Elemente Approximation gemdfs (3.30)).
Dann gilt fiir den Fehler ep := u —up

TeOQn EeoT

1
2
IVen| <cnn, M= ( PCEY p%)) ,

mit den Zellresiduen pt und den Kantenresiduen pg:

1.1
pr=hrllfli2(r),  pe:= Shellne - Vunl|re)

Proof: Es gilt mit Satz fur die diskrete Losung uy:
IVenllr2(a) = [IRn(un)||—1.
Nun seien ¢ € V sowie ¢, € Vi, beliebig. Dann gilt mit ((3.31))
Ri(un) (@) = Rn(un)($ — dn) = (f, & — dn) — (Vun, V(P — dn))
(0~ owdx— [ Vun V(o - o) ax)

r

(
a

ol\’l DI\/]

(f + Aun) (@ — dn) dx —j

oT

(n1 - Vup)(d — dn) d3>

T

- Z < fo—dmdx 3 5|
TeQn oT

EcoT ~7/OT

ne - Vurl(d — dn) dS) .

Es gilt Aup, ‘ + = 0 wegen der Linearitdt der Losung uy,.

An dieser Stelle schdtzen wir mit Cauchy-Schwarz weiter ab:

1
[Rn(un) ()l < Z <HfHL2(T) b — bnllrzr) + Z 5\HT1E “Vupl|lezglld — d>hHL2(E)>

TeQy EcoT
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3.6 A posteriori Fehlerschitzung und adaptive Finite Elemente

Wir wollen aus den Termen ¢ — ¢y, positive Potenzen in der Gitterweite h gewinnen. Die
Funktion ¢ nimmt Werte aus V := H}(Q) an, verfiigt im Allgemeinen jedoch nicht iiber
hohere Regularitdat. Wir diirfen daher nicht mit dem Ansatz ¢y, := In, also der Wahl von
¢n als der Knoteninterpolation von ¢ weiter rechnen. Denn diese Knoteninterpolation ist
im H(l)(Q) nicht definiert. Stattdessen wahlen wir mit ¢y, := Cn¢ die H'-stabile Clement-
Interpolation aus Satz[3.31]und erhalten:

1 1
Ru(un)(@)l < Y (CIhT’f‘T‘vd)HfDT"" > QCIh%H[nE‘Vuh]HHv‘b‘fsE)

TeQy, EcoT

V]
=

<c | D> b+ D o}) D IVelR + > IVel3,

TeQy EcoT TEQ E€EQn

2

<crer [ D (eF+ ) 02) | IVola.

TeQy EcoT

Die Konstante ct beschreibt den Uberlappungsgrad der Patche Pt sowie P¢. Aus der Form-
regularitit des Gitters folgt, dass ct unabhéngig von h eine kleine Konstante ist. Aus Satz[3.55
und der Definition der Dualnorm folgt die Behauptung. 0

Um den vorgestellten Energiefehlerschitzer auswerten zu kénnen muss die rechte Seite f
vorliegen. Dartiber hinaus miissen die Kantenspriinge berechnet werden. Die Zellresiduen
o1 = ||f+Aun|/T (mit Auy, = 0aufjedem T) messen das Residuum der klassischen Formulie-
rung der Poisson-Gleichung —Au = f. Die Kantenspriinge messen die Glattheit der diskreten
Losung. Firu € C 1(Q), also fiir stetige Differenzierbarkeit iiber die Elementkanten hinaus

gilt pg(u) = 0.

Als Unbekannte gehen in den Fehlerschétzer die Konstante der Clement-Interpolation cg
sowie die Konstante ct ein. Die Konstante ct kann fiir ein gegebenes Gitter berechnet wer-
den. Sie misst lediglich den Uberlappungsgrad der Patche P¢. Die Konstante der Clement-
Interpolation kann nur in Spezialféllen bestimmt werden. Ublicherweise muss eine Schatzung
c1 ~ 0.1 — 1 vorgenommen werden.

Der Fehlerschitzer eignet sich nun fiir eine Schitzung des Energiefehlers, es gilt:
[Ven|| < cmn(Qn, un, ).
Weiter konnen wir einfach zellweise Fehlerindikatoren definieren

1 1 :
nri=(pT+ ) pp)2 = (h%\fT||%+2 > hEII[nE-VuhHZE> : (3.34)
E€oT EcoT

und diese zur Verfeinerung des Gitters verwenden. Algorithmen zur Verfeinerung des Git-
ters werden in einem folgenden Abschnitt vorgestellt. Idee ist, solche Elemente T in kleinere
Elemente aufzuteilen, welche einen grofien Fehlerbeitrag nt haben.
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3 Die Finite Elemente Methode fiir elliptische Probleme

Wir haben bisher eine Abschédtzung || Ve, || < cnp, also eine obere Schranke fiir den Fehler
bewiesen. Diese Abschitzung ist wichtig, um die Genauigkeit der Losung zu garantieren.
Soll der Fehlerschétzer jedoch zur Verfeinerung des Gitters verwendet werden, so muss er
in gewissem Sinne “scharf” sein. D.h., wir benétigen ferner eine umgekehrte Abschédtzung
der Art:

ciMh < [|Ven| < conn.

Ein Fehlerschitzer mit dieser Eigenschaft wird effizient genannt. Wenn diese Abschitzung
nicht gilt, so ist es moglich, dass die lokale Gitterverfeinerung ineffizient verfeinert, dass
also Bereiche verfeinert werden, welche keinen wesentlichen Fehlerbeitrag haben.

Wir benétigen als Hilfsatz eine spezielle Spurabschétzung:
Hilfsatz 3.58. Auf jedem Element T € Qy, gilt

lnvlizgar) < ¢ (nFAV]icz () + R F[VVilizo)) W € HAT).

Proof: (i) Zunichst sei T ein Referenzelement. Hier gilt mit der Spurabschétzung:

0nVllas < clVllyz )

Mit der elliptischen Regularitét folgt dann

10nVlla1 < elVllyz 1) < ces (1AV]5 + [[V]5
TS

(if) Es sei v € R der Mittelwert von v auf T. Dann gilt mit der Poincaré Ungleichung:
[0Vl = [[0n (¥ = V)ll51
<clv —\_)HHQ(i—) <c (HA(O —V)|l5 + [V —‘_’HT) <c (HA@HT + cﬂ\@@]ﬁ) .

(iii) Jetzt sei Tt (X) = B1x+b7 die affin lineare Referenztransformation. Es gilt mit det(VTy) =
O(h?), det(VTr| 1) = O(h) sowie ||B1 | = O(h):

[3nvlIF2(o7) = chh™ 2\\anv\|L2 o) AR+ [VI3)
=ch }(h~ h4HAvHT + h_2 h?||Vv|T)
= c(h[|Av][F + T v]3).

Jetzt beweisen wir:

Lemma 3.59 (Effizienz des Energiefehlerschitzers). Seien uw € V und u, € Vy Ldsungen
der Poisson-Gleichung. Auf einer Folge von formreguliren Triangulierungen Qy, ist der Energiefeh-
lerschiitzer asymptotisch exakt:

h < c||Ven| + chl/f].
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3.6 A posteriori Fehlerschitzung und adaptive Finite Elemente

Proof: Es ist:

nh= Y (WFIfIF +hrllPnunll3r) -
TeQy

Fiir die Losung u € H?(Q) gilt auf jeder Kante [0, ule = 0. Also mit Hilfsatz[3.58]
lOnunllizr = [Brenll[3r < 2[Brenll3r < c(hfAen|[7 +h™"|[Ven]T)

Esist |Aen ||t = ||f + Aun ||t = ||f]|T. Also:

nh<c ) (WFIFIF +h3IFIF + [VenllF) = cllVerl® + ch?([f]l2(q)-
TEQh

g

Weiter kann bewiesen werden, dass bei der Verwendung von linearen Finiten Elementen
die Sprungterme in den Fehlerindikatoren iiberwiegen, dass also gilt:

Lemma 3.60 (Dominanz der Spriinge). Fiir den Fehler der linearen Finite Elemente Approxima-
tion gilt fiir rechte Seiten f € H1(Q)

IVenll <e | > hellne - Vunllfaey | +{ X hillVflia,
EGQh XiGQh

N
N

Der zweite Term konvergiert mit zweiter Ordnung in Bezug auf die Zellweite h, ist also
asymptotisch zu vernachlédssigen. Erstaunlicherweise dreht sich die Dominanz der lokalen
Fehlerbeitrdge stets um. Bei quadratischen Finiten Elementen tiberwiegen die Zellbeitrage.

Es stellt sich im folgenden wieder die Frage nach der Schitzung des Fehlers in anderen
Fehlerfunktionalen, etwa in der L2-Norm. Dies erfordert wieder den Aubin-Nitsche-Trick:

Lemma 3.61 (A posteriori Fehlerschitzer in der L2-Norm). Fiir den Fehler der linearen Finite
Elemente Approximation gilt auf formreguliren Gittern die a posteriori Abschitzung:

1
w—unlzioy<c| D [hHIfIEq, + 5 > hillne - Vunlllfs g,
TeOn EeT

Proof: (i) Wir betrachten das duale Problem
zeV: (Vo,Vz) = (en,d)llen| ™, —Az=enlen]™,

mit einer dualen Losung z € H?(Q) und mit ||z][jy2(q) < ¢s|Az]| = cs.

(ii) Es gilt:
Rh(un)(¢) = (Ven, Vo) Vo € V.
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3 Die Finite Elemente Methode fiir elliptische Probleme

Alsofiirz=¢
Rr(un)(z) = (Ven, Vz) = |len]|12(q)-

Weiter gilt mit der Galerkin-Orthogonalitdt und Einschub der Knoteninterpolation:
lenll = (Ven, V(z —Inz)) = (f,z — Inz) — (Vun, V(z — Inz)).
Durch partielle Integration auf jeder Zelle T € Qp, entstehen wieder Kantenterme
llen|| = Z (J f(z—1Inz) de ng - Vup - (z — Inz) ds> ,
TeQp T or

welche wir zu Spriingen zusammenfassen konnen:

lenl| = Z (L(f‘f' Auy) (z — Inz)dx — Z ;LT[TLE -Vupl - (z—Inz) ds>

TeOQn EcoT

Da z € H%(Q) gelten die Interpolationsabschitzungen auf jeder Zelle und auf jeder Kante
und zusammen mit der Stabilitdt der dualen Losung ergibt sich

3 3
Iz — Inzllt < cth3||V2z|| < creshf, |z — Inzlle < cth || Vz]lp, < creshi.
Weiter mit Cauchy-Schwarz:

1 3
lenll <er D (h%HfHTIIVQZHT+ > Qhé![nE-VthIIHVQZHPE>
TeQn EcoT

2

1

<ereser | ) (h%HfH% 2 Qh%H[nE-Vuhm%> 192l 200
TeQn Ee€oT

Die Aussage folgt unter Verwendung der Stabilitdtsabschidtzung fiir die duale Losung. [

3.6.2 Der dual gewichtete Fehlerschatzer

Bei technischen Simulationen stellt sich oft die Frage nach einer guten Approximation von
speziellen Funktionalwerten. Das kann in der Strukturmechanik etwa die Spannung in ei-
nem Punkt sein, in der Stromungsmechanik die Kraft, die auf ein umstrémtes Objekt wirkt.
Fiir solche Funktionale ist die Schiatzung des Fehlers in globalen Normen nur von geringem
Interesse. Die Aubin-Nitsche Trick erlaubt, den Fehler in beliebigen linearen Funktionalen
mit Hilfe einer dualen Losung darzustellen. Mit der Losung z € V des dualen Problems

(Vo,Vz) =J(d),

zu einem gegebenen Fehlerfunktional gilt wie im Beweis zu Satz[3.61]

J(en) = Rn(un)(z). (3.35)
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3.6 A posteriori Fehlerschitzung und adaptive Finite Elemente

Zur Herleitung von a priori Fehlerschidtzern und auch bei der a posteriori-Schitzung des
L2-Fehlers haben wir die duale Losung z stets mit Hilfe einer Stabilitdtsabschitzung gegen
die entsprechende Rechte Seite (welche a priori bekannt ist) abgeschétzt. Fiir allgemeine
Funktionale ist dieser Zugang oft nicht moglich.

A posteriori Fehlerschitzer nutzen zur Schiatzung des Fehlers die numerische Approxima-
tionen uy, € Vy, der Losung u. Fiir allgemeine Fehlerfunktionale wollen wir nun auch eine
diskrete duale Losung zy, € Vi, verwenden. Das Duale Problem ist also nicht mehr nur ein
mathematisches Hilfskonstrukt, es wird numerische approximiert und die Losung zy, geht
in die Fehlerschitzung ein:

Lemma 3.62 (Dual gewichteter Fehlerschitzer). Sei ] € V* ein beschrinktes lineares Fehler-
funktional. Fiir die Finite Elemente Approximation der Poisson-Gleichung gilt die Fehleridentitiit

1
Ju—up) = Z { J (f + Aup) (z — Inz)dx — Z 3 L[nE -Vunl - (2 — Inz) ds}7 (3.36)

Teq, °T EcoT

mit der Losung z € V des dualen Problems

(Vo,Vz) =]J(d) VeV,

sowie die Fehlerabschitzung

Ju—un)l< D) M1, NTi=pTwT 4 paTWar (3.37)
TEQh

mit den Zell- und Kantenresiduen pt bzw. pyt sowie den Zell- und Kantengewichten wr und

woT.

1. -1 1
pr = [fHAunflT,  por:= She[[n-Vunlllor,  wr:=fz—Inzllt,  wor:=hillz—Inz[ar.
Proof: Die Fehleridentitét folgt mit der Galerkin-Orthogonalitét sofort aus (3.35)

J(en) = (Ven, V(z—1nz)) = Z {L(f—l—Auh) (z—Inz) dx—J

neg - Vup - (z—Ihz) ds},
TeQy or

und Ubergang zu den Sprungtermen. Abschitzen mit Cauchy-Schwarz liefert
1
Ju—un)l < Z (IIf + Aunllt Iz — Inz| T + iH[Tl- Vunl|lot ||z — InzlaT)
TeQy
die Fehlerabschiatzung mit den lokalen Fehlerindikatoren. O

Diese Fehleridentitdt ist noch kein a posteriori Fehlerschitzer in dem Sinne, dass er oh-
ne unbekannte Grofien auswertbar ist. Die duale Losung z € V ist im Allgemeinen nicht
verfiigbar. Um den Fehlerschitzer auswerten zu kénnen muss der Interpolationsfehler z —
Iz approximiert werden.
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3 Die Finite Elemente Methode fiir elliptische Probleme

Numerische Approximation Zunichst wire es naheliegend, die duale Losung zy, €
V4, durch einen Finite Elemente Ansatz zu diskretisieren

(Von, Vzp) =J(dn) Vor € Vh,

und als Approximation z ~ z}, aufzufassen. Wegen zy, € V}, und Satz gilt jedoch

R (un)(zn) =0,

und auf diese Weise ldsst sich keine Fehlerapproximation erstellen. Alternativ kann das dua-
le Problem in einem Raum hoherer Ordnung V](i*) berechnet werden

(Vo1 Vzi) =J(dn) Vn € Vi,

welcher echt grofSer ist als der diskrete Raum V4. Dann kann z ~ z}, approximiert werden
und der Fehlerschitzer ist auswertbar. Es gilt:

Lemma 3.63 (Fehlerapproximation hoherer Ordnung). Sei up € V}(ll) die lineare Finite Ele-

mente Approximation der Poisson-Gleichung. Sei ] € V* ein Fehlerfunktional und durch zy, € V}(LQ)
die quadratische Finite Elemente Approximation der dualen Losung. Im Fall z € H3(Q) ist der a
posteriori Fehlerschitzer

1
Ny = Z {J f(zy, — Inzy) dx — Z 2J ne - Vupl - (zf, — Inz) ds} .
Teq, UT EcoT

auf einer Folge von griflenrequliren Gittern asymptotisch effizient:

My
IJ(en)l

=1+ 0(h).

Proof: (i) Wir wollen zeigen, dass der Fehlerschétzer schneller gegen den Fehler konvergiert
[J(en)—mj,| = Oals der Fehler J(e,) — 0 selbst. Bei der linearen Finite Elemente Approxima-
tion ist die optimale Konvergenzordnung eines linearen beschrénkten Funktionals O(h?).

(if) Es gilt mit der Fehlerabschitzung aus Satz[3.62;

* * 1 *
J(en) —mnl < Z {HHT lz—znllT + Z §H[T1E -Vup]|[ellz - Zh‘E}

TeQyn EeoT

Auf jeder Kante E nutzen wir das lokale Spur-Lemma:

_1 1
Ivlle < e(h™z[lvllpe +h2[[Vv]lpe).
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Dann gilt:

Jen) —npl < > {fllrllz—znlr+
TGQh

5 1 * *
ch—t 3 Sfine - Vunlle (2 — zh e +huwz—zh)||PE)}
E€oT

< |Ifllez) Iz = zhll2(0)

2
+cre ( > hlime- Vuh]’%) (lz=zill2 (@) + RIV(z = z3) 2 () -
EcoT

Fiir die quadratische Finite Elemente Approximation der dualen Losung gelten die a priori
Abschédtzungen:

lz—zi || < ch®[ V2], [[V(z =2zl < ch?|[V7z].

Mit diesen folgt:

1

2
_1
J(en) —=mil < e1h?  [Ifll2(0) + crch 2(§ H[nE'VuhH%> V222 (0)-
E€OT

(iii) Es bleibt, die Beschrdnktheit der Spriinge nachzuweisen. Hierzu betrachten wir eine
Kante E € Qy zwischen Ty, To € Qy,. Mit der Schreibweise 0, :==n - V gilt:

anEuh‘Tl — anEuh|T2 . hanEu‘Tl — anEu‘

Ta 2
- A o 2 hanEu‘E.

[nE'vuh] = anguh‘Tl_anEuh}TQ =

Der Kantensprung iiber die Normalableitung verhilt sich also wie die zweiten Ableitungen
der Losungen. Diese Abschitzung setzt voraus, dass die Ableitungen der diskreten Losung
un lokal eine gute Approximation der Ableitung von u sind. Auf regulédren Gittern ldsst sich
eine solche Abschidtzung beweisen (Super-Approximation). Zusammen gilt:

* 1
Ien) =il < eth? { () + erehd il oy 1922

Der Abstand zwischen Fehler und Schiatzwert konvergiert mindestens eine Ordnung besser
als der Fehler selbst. O

Durch die numerische Approximation des dualen Problems mit einer erhchten Genauig-
keit kann der Fehler asymptotisch effizient geschitzt werden. Dieses Vorgehen ist jedoch im
Allgemeinen nicht zu rechtfertigen, bedeutet es doch, dass zum Schéitzen des Fehlers ein
hoherer Aufwand betrieben werden muss als zur Losung des eigentlichen Problem selbst.
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4)1(11) 47}(12] ¢$l3)

e
h

H=2h

Abbildung 3.9: Lineare und quadratische Basisfunktionen, sowie diskrete Interpolation in
den Raum hoherer Ordnung.

Numerische Interpolation Eine weitere Idee zur Konstruktion von auswertbaren
Fehlerschitzern ist eine nachtrdgliche Rekonstruktion einer dualen Losung hoherer Ord-
nung. Zundchst wird z;, € V4, aus dem gleichen Finite Elemente Raum der Losung un € Vi,
berechnet. In einem zweiten Schritt wird die Losung zy in einen Raum von hoherer Ord-
nung interpoliert:

I Vi — V)

Hier bietet sich zum Beispiel der Raum V2(]21) an, der Raum der Finiten Elemente vom dop-
pelten Grad auf dem doppelt so groben Gitter. Dieser Raum teil sich die gleichen Knoten
wie der Raum Vj, und es gilt fiir die Knotenbasis-Funktionen

b (%) = boyH (x5) = 85

Somit hat die Interpolierende die einfache Darstellung:

N
* 2 7.
i=1

In Abbildung 3.9 zelgen wir auf einem (eindimensionalen) Gitter einige stiickweise linea-

re Testfunktionen d)h Y sowie in den gleichen Gitterknoten die stiickweise quadratischen
Testfunktionen auf dem Gitter mit Gitterweite H = 2h. Rechts in der Abbildung wird die
Interpolation einer diskreten Funktion in diesen Raum hoherer Ordnung gezeigt.

Der Fehlerschitzer ist auswertbar als

ny = Z {L f(Ifzn —zn)dx — Z ;JE ne - Vunl - (Iizh — zn) ds} ) (3.38)

TEQn E€oT

Die Effizienz dieses Fehlerschétzers hiangt nun an der Frage, in wie weit I} z}, eine bessere
Approximation zu z ist als zy, selbst. Wir benétigen eine Abschédtzung der Art:

Iz = Thzll < chflz — zn .

Eine Rechtfertigung fiir eine nachtrédgliche Verbesserung der Losung kann wieder durch
das Konzept der Superapproximation geschehen. Bei gewisser Gitterregularitdt kann gezeigt
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werden, dass die Finite-Elemente Losung in den Gitterpunkten mit hoherer Ordnung kon-
vergiert. Bei linearen Finiten Elementen gilt zum Beispiel falls f € C HQ) auf gleichméafiigen
Tensorproduktgittern eine Abschédtzung der Art

lu(xi) — un(xi)| = o(h?) fiir Gitterpunkte x; € Q.

Diese hohere Ordnung kann dann genutzt werden, um {iber eine Interpolation global bes-
sere Genauigkeit zu erreichen. In der praktischen Anwendung ist der Fehlerschatzer
hochst erfolgreich. Die Berechnung des dualen Problems ist “billig” und zum Auswerten
muss lediglich die diskrete Losung zy, mit anderen Basisfunktionen dargestellt werden.

Abschatzung der Interpolationsfehler Falls nicht die Fehleridentitét (3.36)), son-
dern nur die Abschédtzung in Form (3.37)) numerisch ausgewertet werden muss, so gilt es,
die Residuen

1. 1
pT = |If + AunlT, por = §h 2||[n - Vunl|aT,

und die Gewichte
1
wT = ||Z—IhZHT, woT :hQHZ—IhZHT

zu berechnen. Die Residuen konnen mit der vorhandenen diskreten Losung uy, € Vi, unmit-

telbar ausgewertet werden. Bei den Gewichten wird zunéchst die Interpolationsabschédtzung

im Raum V](lmfl)

vom Grad m — 1 genutzt:
1
|z = Inz||t + h2||z — Inz|laT < CIhmHVmZHPT.

Die m-ten Ableitungen von z konnen durch Differenzenquotienten approximiert werden:

1
wT + Wot < ClhmHVmZHT ~ CIhm|T|2|V{{LZh|T700.
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3 Die Finite Elemente Methode fiir elliptische Probleme

Abbildung 3.10: Drei verschiedene Methoden zur Verfeinerung des Gitters. Rechts oben:
Verfeinerung mit neuen Inneren Knoten. Links unten: Verfeinerung mit
Hilfe von Anschlusselementen. Rechts unten: Verfeinerung mit Hilfe von
hingenden Knoten. Hier entstehen vier hangende Knoten.

3.6.3 Adaptive Gitterverfeinerung

Bei einem adaptiven Finite Elemente Verfahren werden die Fehlerindikatoren genutzt, um
mit Informationen tiber die lokale Verteilung der Fehler die Triangulierung anzupassen und
um dort die Diskretisierungsgenauigkeit zu erh6hen, wo der Fehler entsteht. Hierzu gibt es
zwei alternative Optionen. Beim Remeshing wird mit Hilfe der Fehlerindikatoren ein kom-
plett neues Gitter erzeugt. Hierzu wird zunédchst eine Dichtefunktion H(x) erzeugt, welche
angibt, welche Gitterweite in welchem Bereich des Gebiets realisiert werden soll. Im An-
schluss wird ein neues Gitter mit einem Gittergenerator erzeugt.

Wir betrachten hier ausschliefilich die Gitterverfeinerung. Bei dieser Methode wird mit Hilfe
der Fehlerindikatoren {n1}tcq, das Gitter Qy, zu einem neuen Gitter QO verdndert. Dabei
konnen entweder Elemente von Qy zusammengefasst werden, wenn ihr Indikator-Beitrag
zu dem Gesamtfehler zu vernachldssigen ist, oder aber Gitter-Elemente T € Q, werden
verfeinert, also in kleinere Elemente aufgeteilt.

In Abbildung zeigen wir einige Methoden zur Verfeinerung von Dreiecks-Gittern. Bei
der Gitterverfeinerung ist darauf zu achten, dass die Sequenz von Gittern Qy, fiir h — 0
immer noch gewissen Regularitdtsbedingungen gentigt:
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3.6 A posteriori Fehlerschitzung und adaptive Finite Elemente

GroBenregularitat Die Groflenregularitit, also die Forderung

max ht < ¢ min hr,
TeQn, TEQn
kann sicher nicht mehr beibehalten werden. Denn das Ziel der lokalen Gitterverfei-
nerung ist es gerade, lokal angepasste Diskretisierungen und somit Elemente zu Ver-
wenden. Die iiblichen a priori Abschdtzungen fiir den Fehler und die Interpolation
lauten z.B.:
19 (= un)ll < Rl

mit der maximalen Gitterweite hmax. Abschdtzungen dieser Art verlieren bei adapti-
ven Finiten Elementen ihre Aussagekraft, da der Gesamtfehler nicht von der maxima-
len Gitterweite abhédngt, sondern von der optimalen Verteilung.

Formregularitat Die Formregularitit ist wesentlich fiir die Herleitung von lokalen In-
terpolationsabschédtzungen und darf nicht durch lokale Verfeinerung verletzt werden.
Bei der Aufteilung eines Dreiecks in kleinere Dreiecke muss darauf geachtet werden,
dass die Innenwinkel weiterhin nicht gegen 0 oder 180 Grad gehen.

Strukturregularitat In Abbildung[3.10]ist oben rechts eine Methode der Verfeinerung
dargestellt, welche die Struktur-Regularitat erhalt. Bei dieser Verfeinerung degenerie-
ren allerdings die Dreiecke und verletzen die Formregularitit. Bei den beiden Metho-
den in der unteren Zeile wird die Formregularitdt gewahrt, die vier neuen Dreiecke
haben die gleichen Winkel wie das grofie. Durch das Einfiihren von zuséatzlichen Kno-
ten auf den Eckpunkten wird jedoch die Strukturregularitit verletzt.

Unten links wird die Verwendung von sogenannten Anschlusselementen gezeigt. Die
angrenzenden Elemente werden verfeinert, diese Verfeinerung wird jedoch zurtick-
genommen, falls diese Elemente selbst verfeinert werden sollen. In Abbildung
werden zwei Verfeinerungsschritte bei der Verwendung von Anschlusselementen ge-
zeigt. Im zweiten Schritt werden Anschlusselemente aufgelost, bzw. modifiziert.

Bei der Methode unten rechts bleibt die Strukturregularitét verletzt. Die neuen Kno-
ten auf den Ecken sind sogenannte hingende Knoten. Diese Knoten sind nicht echte
Freiheitsgrade der Triangulierung sondern werden durch den Mittelwert der beiden
angrenzenden Eckknoten ersetzt.

Ziel der Gittersteuerung ist es mit Hilfe von auswertbaren Fehlerindikatoren das Gitter, also
die Diskretisierung, zu verfeinern, so dass der Gesamtfehler moglichst effizient reduziert
wird. Wir wahlen als Beispiel die Darstellung (3.37))

Mhi= ) N1, 7= pTwT,
TeQy,

welche bereits in lokalisierter Form vorliegt. Verfahren zur Gittersteuerung miissen nun sol-
che Elemente T € Qy, des Gitters wahlen, welche einen grofien Beitrag zum Gesamtfehler
haben.

Folgende Leitideen liegen jeder Gitteradaption zu Grunde:
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3 Die Finite Elemente Methode fiir elliptische Probleme

Abbildung 3.11: Verfeinerung bei Verwendung von Anschlusselementen.

1. Wenn ein Element T € Oy, verfeinert wird, so werden auch alle Elemente mit T’ € Oy,
mit einem grofleren Indikatorwert nt/ > nt verfeinert.

2. Es wird versucht, ein Gitter mit ausbalancierten Indikatoren zu erreichen:

nr ~nNry VT,T/,G Qh.

3. Wenn die Fehlerindikatoren balanciert sind, so wird global, also das ganze Gitter ver-
feinert.

Im Folgenden stellen wir einige Methoden zur Gitterverfeinerung vor. Dazu seien n; fiir
i=1,...,N die Fehlerindikatoren absteigend sortiert, also mitn; > ni41:

Fixed Number Es werden die p% der Elemente mit hochsten Fehlerindikatoren verfei-
nert.

Fixed Fraction Es werden diejenigen Elemente mit hochsten Fehlerindikatoren verfei-
nert, die zusammen p% des Gesamtfehlers ausmachen.

Balancierung Es werden alle Elemente Verfeinert, deren Fehlerindikator iiber dem Mit-
telwert liegt.
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Abbildung 3.12: Umstromung eines Hindernis.

Ein numerisches Beispiel In einem Kanal QO C R? soll die Strémung um ein Objekt
mit Rand I, berechnet werden. Die Konfiguration ist in Abbildung dargestellt. Ziel der
Berechnung ist es, den Stromungswiderstand des Objektes zu Berechnen. Dieser ist durch
ein lineares stetiges Funktional gegeben:

J(v,p) :J vii-Vv.e1 —np - €1 ds,
o

wobei V die Geschwindigkeit der Strémung und p der Druck ist. Auf dem Rand I, des Hin-

dernis ist i der Normalvektor und €; = (1, 0, 0) ist der Einheitsvektor in Stromungsrichtung.

Der exakte Wert des Fehlerfunktionals, also J(u) ist durch Vergleichsrechnungen bekannt
J(u) =~ 7.767.

Zuniachst wird diese numerische Simulation mit stiickweise quadratischen Finiten Elemen-
ten unter Verwendung von gleichméfligen Gittern durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in Ta-
belle 3.1 zusammengefasst. Um eine Fehlertoleranz von 1% einzuhalten muss bereits ein
Problem mit {iber 1000000 Freiheitsgraden gelost werden. D.h., wir miissen lineare Glei-
chungssysteme der Dimension A € R}000000x1000000 J5gen]

Im Anschluss wird die gleiche Berechnung mit Hilfe von lokal verfeinerten Gittern wieder-
holt. Als Fehlerschitzer kommt der dual gewichtete Fehlerschitzer zum Einsatz. Das dua-
le Problem wird im gleichen Ansatzraum approximiert wie das eigentliche Problem, also
Un € Vp und zy, € Vi. Zur Approximation der Fehleridentitdt wird die oben beschriebe-
ne Interpolation von héherer Ordnung verwendet. In Tabelle [3.2| fassen wir die Ergebnisse
Zusammen.

Bei der Verwendung von adaptiven Finiten Elementen auf lokal verfeinerten Gittern wird
ein relativer Fehler von 1% bereits mit 85 000 Freiheitsgraden erreicht. Auf global verfeiner-
ten Gittern ist mit 1300 000 die 15 fache Anzahl von Freiheitsgraden notwendig. Wird eine
Fehlertoleranz von unter 0.1% angestrebt, so ist die Ersparnis sogar ein Faktor 150. In Abbil-
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Gitterzellen Freiheitsgrade Funktionalwert Fehler relativer Fehler

78 3696 13.3149 5.5479 71.4%

624 24544 8.0450 0.2780 3.58%
4992 177 600 7.9759 0.2089 2.69%
39936 1348480 7.7878 0.0208 0.27%
319488 10787 840 7.7579 0.0091 0.12%
2255904 86302720 7.7612  0.0058 0.07%

Tabelle 3.1: Umstromung eines Hindernis und Widerstandsberechnung mit quadratischen
Finiten Elementen unter Verwendung von uniform verfeinerten Gittern.
Gitterzellen Freiheitsgrade Funktionalwert Fehler relativer Fehler

78 3696 13.3149 5.5479 71.4%
624 24544 8.0450 0.2780 3.58%
2427 84945 7.7942  0.0272 0.35%
7120 242080 7.7881 0.0211 0.27%
16 808 571472 7.7595 0.0075 0.10%
54 880 1811040 7.7620 0.0050 0.06%

Tabelle 3.2: Widerstandsberechnung mit quadratischen Finiten Elementen. Lokal verfeiner-
te Gitter mit dem dual gewichteten Fehlerschétzer.

dung zeigen wir einige Gitter und Ausschnitte von Gittern aus den Berechnungen mit
lokal verfeinerten Elementen.
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Abbildung 3.13: Gitterausschnitte aus der dreidimensionalen Umstromung eines Hinder-
nis.
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4 Solution of the linear systems

Das Bestimmen der Finite Elemente Approximation uy € Vj, einer linearen Randwertauf-
gabe erfordert das Losen eines linearen Gleichungssystems

Ahuh = bh.

In diesem Kapitel befassen wir uns mit iterativen Approximationsverfahren fiir grofse li-
neare Gleichungssysteme, welche von der Finite Elemente Diskretisierung einer partiellen
Differentialgleichung stammen. Wir beschranken uns dabei wieder im Wesentlichen auf das
Dirichlet-Problem des Laplace-Operators:

—Au=f inQcCR? u=0aufdQ.

Bei Bedarf gehen wir auf andere, z.B. nicht-symmetrische Gleichungen, oder auch die (ein-
fache) Erweiterung auf dreidimensionale Probleme ein.

Die Matrix A € RN*N erbt die Eigenschaften des Differentialoperators, d.h., falls der Ope-
rator symmetrisch positiv definit ist, so gilt dieses auch fiir die Matrix. Ublicherweise ist
N > 1000, oft N > 1000000. Dann scheiden direkte Verfahren, wie die LR- oder die
Cholesky-Zerlegung als Losungsmethoden aus.

4.1 Eigenschaften der linearen Gleichungssysteme

Das lineare Gleichungssystem
Au=b

stamme von der Finite Elemente Diskretisierung der Poisson-Gleichung. Wir wissen, dass
die Matrix A symmetrisch und positiv definit, also insbesondere auch regulér ist. Fiir die
Kondition der Systemmatrix A gilt

conds(A) = O(h—2).

Hierbei ist das quadratische Anwachsen der Kondition durch die zweite Ordnung des be-
trachteten Laplace-Operators bedingt und gilt fiir beliebige Finite Elemente Ansatzrdume.
Aufgrund des Konstruktionsprinzip von Finite Elemente Ansédtzen sind die Matrizen diinn
besetzt, denn z.B. fiir Lagrange-Ansitze gilt:

supp(d)](f)) ﬁsupp(d)g]) #0 << 3IT € Qp, xi,x €T.

Die genaue Anzahl von Matrix-Eintrdgen pro Matrixzeile hdangt jedoch stark vom jeweiligen
Finite Elemente Ansatz und auch von der zugrundeliegenden Triangulierung ab.
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& & &
A R A B A R A
& & &
A B A B A B A
& & &
A B A B A B A
& & &

Abbildung 4.1: Ausschnitt von zwei uniformen Dreiecksgittern und jeweilige Knotenfunk-
tionale der linearen Finiten Elemente Diskretisierung, sowie uniformes Vier-
ecksgitter mit den Knotenfunktionalen der biquadratischen Finiten Elemen-
te.

Example 4.1 (Matrix-Struktur). Zunichst betrachten wir die Diskretisierung der Poisson-Gleichung
mit linearen Finiten Elementen auf einem gleichmipigen Dreiecksgitter wie in Abbildung [4.1|links.
Auf jeder Zelle T liegen drei Knotenpunkte xi, das heifst pro Zelle tiberschneiden sich drei Basisfunk-
tionen. In jedem Knoten x; kommen auf diesem Gitter sechs Eckpunkte zusammen. Jede Matrix-Zeile
(die j-te Zeile beinhaltet jeweils die Kopplungen der Testfunktion (I)](E) zu allen anderen Testfunktio-
nen) hat neben dem Diagonaleintrag noch sechs Nebendiagonaleintrige.

In der mittleren Abbildung ist ein weiteres, auch sehr regelmif$iges Dreiecksgitter gezeigt. Hier gibt
es Knoten xi, welche Eckpunkte (die rund markierten) von vier Dreiecken sind, sowie Knoten (die
eckigen), in welchen 8 Dreiecke zusammenkommen. Neben der Nebendiagonale gibt es also noch vier
oder noch 8 weitere Matrixeintrige pro Zeile.

In der Abbildung rechts wird ein uniformes Gitter mit den Knotenpunkten x; der biquadratischen
Finiten Elemente gezeigt. Hier muss die Analyse der Matrixeintrige je nach Typ der Knotenfunktio-
nale erfolgen, ob die Punkte im Innern (Viereck), in den Eckpunkten (Kreis) oder auf den Kanten
(Dreieck) liegen. In jedem Elemente T iiberschneiden sich die Triger von 9 Basisfunktionen. Die
Matrixzeile, welche zu einem Knoten im Innern eines Elementes gehort hat demnach inklusive Dia-
gonalelement 9 Eintriige, da fiir die zugehdrige Basisfunktion gilt supp (c[);i N=T. Basisfunktionen
zu Punkten auf den Kanten haben einen Triger auf genau zwei Vierecken und erzeugen somit 15
Matrixeintrige. Fiir Knotenpunkte auf einer Ecke entstehen 25 Matrixeintrige.

Die betrachteten Beispiele zeigen, dass auch bei einfachen Ansétzen und gleichméfsigen Git-
tern keine einheitliche Matrixstruktur erwartet werden kann. Vielmehr muss davon ausge-
gangen sein, dass die Matrix generell unstrukturiert ist und sich von Zeile zu Zeile &ndern
kann. Dies ist insbesondere der Fall, wenn allgemeine Gitter zugelassen werden, in denen
sich pro Eckknoten unterschiedlich viele Elemente treffen.

Das “Aussehen” der Matrix A hdngt zusédtzlich noch von der gewéhlten Nummerierung der
Freiheitsgrade im Gitter ab. Angenommen das Gitter habe N = M? Knoten, mit M Knoten
in jeder Raumrichtung. Werden z.B. die Freiheitsgrade im Gitter links von Abbildung
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lexikographisch, also von unten links, nach oben rechts nummeriert ergibt sich eine Block-
Bandmatrix mit der Struktur:

B I 4 -1
-I B —I -1 4 -1
-1 B -I -1 4 -1
-1 B I -1 4 -1
-1 B -1 4

Man beachte, dass jede Matrixzeile nur 5 Eintrdge ungleich Null hat, obwohl nach obiger
Diskussion 7 Eintrdge entstehen sollten. Die beiden Eintrdge zur jeweils Diagonalen Kopp-
lung verschwinden jedoch auf diesem gleichméfligen Gitter aus Symmetriegriinden und
sind im Allgemeinen vorhanden. Auf allgemeinen Gittern, oder bei anderer Nummerierung
der Freiheitsgrade im Gitter ist tiblicherweise keine Bandstruktur gegeben. Zum effizienten
Speichern dieser diinn besetzten Matrizen sind daher spezielle Speicherstrukturen notwen-
dig.

4.2 Krylow-Raum-Methoden

In diesem Abschnitt diskutieren wir sogenannte Krylow-Raum-Methoden. Hierzu z&hlt ins-
besondere das Verfahren der konjugierten Gradienten, CG-Verfahren genannt. Fiir die weitere
Diskussion sei also durch

Au=b, (4.1)

das lineare Gleichungssystem mit einer positiv definiten symmetrischen (und diinn besetz-
ten) Matrix A € RNXN gegeben. Weiter sei durch (-, ) das euklidische Skalarprodukt im
RN und durch | - | die entsprechende euklidische Vektornorm gegeben. Es gilt:

Lemma 4.2 (Minimierungsaufgabe). Die Losung des linearen Gleichungssystems ist unter
den gegebenen Voraussetzungen an die Matrix A dquivalent zur Losung einer quadratischen Mini-

mierungsaufgabe:

Au=b <& Qu) = xrélIierl\' Q(x), Q(x):= %(Ax,x) — (b, x) (4.2)

Proof: Es gilt fiir die notwendige Bedingung an das Minimum:
1
VQ(x) = 5(A +AT)x—b=Ax—b.

Fiir die zweiten Ableitungen der quadratischen Form Q(-) gilt:

V2Q(x) = A,
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und aus der positiven Definitheit der Matrix A folgt, dass ein eindeutig bestimmtes Mini-
mum von (4.2)) existiert, welches Losung von (4.1)) ist. O

Der Gradient der Form Q(-) in einem Punkt x ist gerade das (negative) Residuum der linea-
ren Gleichung:
Qx)=Ax—b = —1(x).

Fiir das weitere Vorgehen verwenden wir:

Lemma 4.3 (A-Norm, A-Skalarprodukt). Es sei A € RN*N eine symmetrisch positiv definite
Matrix. Dann sind durch:

1
2

<X7y>A = <AX7 Y>a Ix|a = <X7X>Av

ein Skalarprodukt, bzw. eine Norm definiert. Man nennt diese Norm die diskrete Energie-Norm.

Proof: Ubungsaufgabe. U

Sei x die Losung von Ax = b. Dann gilt fiir das Minimum Q(x) auch:

(
(Ax,x) — (b, x) — (Ax, A"'b) + (b,A"'b) — (b,A"'b)
= (Ax—b,x—A"'b) — (b,A"'b)
(A1 (Ax—b),Ax—b) — (b,A"'b) = |[Ax —b|y-1 — |b[s 1
(x—A"b,A(x—A b)) — (AA"'b,A"b) = |x —ulp —[u]a.

Wir bekommen fiir die Losung des linearen Gleichungssystems zwei weitere Charakteri-
sierungen: einerseits ist die Minimierung von Q(-) dquivalent zur Minimierung der Defekt-
norm |Ax — b|, -1 andererseits zur Minimierung der Energienorm [x — u|s. Krylow-Raum
Methoden basieren nun auf einer schrittweisen Approximation des Minimierungsproblems
in einer der gegebenen Formulierungen.

4.2.1 Abstiegsverfahren

Wir beschreiben zunéchst das einfache Abstiegsverfahren. Ausgehend von einem Startwert
x(0) ¢ RN werden Abstiegsrichtungen d'*) gewahlt. Dann wird eine Folge von Iterierten
durch die Vorschrift

x( = x4 o d™, t >0,

bestimmt. Dabei ist der Parameter &y € R die Losung des (eindimensionalen) Minimie-
rungsproblems:

Q(x"*1) = min Q(x¥ + xdV).
xeR

Die Optimalitdtsbedingung an « ergibt:

d%Q(x“) +od®) =vQ(xV) + ad™)d®) = (Ax) —b,dV)) + x(AdV,dV)) =0,

128



4.2 Krylow-Raum-Methoden

Mit dem Residuum r(t) := b — Ax(t) ergibt dies:

Wir fassen zusammen

Algorithmus 4.4 (Abstiegsverfahren). Sei x(*) € RN ein gegebener Startvektor, dt) Abstiegs-
richtungen. Iteriere fiir t > 0:

1. rV .=p— Ax(t)

(x(®) a0

2. o = (Ad(1 a(t]y

3. x(tHD =x() ¢ xdlt)

Ein konkretes Abstiegsverfahren erreicht man nun durch Wahl von entsprechenden Ab-
stiegsrichtungen d (). Die einfachste Moglichkeit ist die Wahl d(*) := e(t), wobei e't) der t-te
kartesische Einheitsvektor ist. Es kann gezeigt werden, dass ein kompletter Durchlauf des
Abstiegsverfahren mit diesen Abstiegsrichtungen dem Gauf3-Seidel-Verfahren entspricht.

Der Gradient —VQ(x(t)) =r(t) gibt die Richtung des starksten Abfalls an und ist die Basis

des sogenannten Gradientenverfahrens.

Lemma 4.5 (Direction of steepest descent). Let x € R™. The direction of the steepest descent in
Q(-) is given by the negative gradient

d=-VQ(x).

Proof. We are looking for the direction d € R™, such that

d Q(x+sd)

N(d) = 2L QkxFsd)
(=Gl ls=o

gets minimal. We assume, that ||d|| = 1. It holds

N@)| - = (Ax—b.a),

which is minimized for 1

d=—(
b —Ax]|

b — Ax).
]

0

Algorithmus 4.6 (Gradientenverfahren). Sei x(°) € RN ein gegebener Startvektor. Iteriere fiir

t>0:

1. rV .=pb— Ax(t)
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3. x(tH1) = x(V) (V)

Dieses sehr einfache Verfahren konvergiert im Allgemeinen jedoch nur duflerst langsam,
etwa wie die einfache Richardson-Iteration. Es gilt eine Orthogonalitdtsbeziehung zwischen
aufeinander folgenden Abstiegsrichtungen:

Lemma 4.7 (Orthogonalitdt im Gradientenverfahren). Je zwei aufeinander folgende Abstiegs-
richtungen im Gradientenverfahren stehen orthogonal aufeinander:

W Yy — ot >0,

Proof: Sei x(t) gegeben. Es gilt:
rt=p— Axm, ptH) = — Ax(tﬂ),

sowie

t)|2 t)|2
L o PP G e o EOP
(O (O
Dann gilt:
el gty —ptop - EVP oy
’ N (2 ’ -

O

Im Allgemeinen miissen die Abstiegsrichtungen jedoch nicht orthogonal aufeinander ste-
hen, d.h. (rV) r(t+2)) = 0 gilt im Allgemeinen nicht (und zwar nicht einmal annshernd).
Dies fiihrt in der Anwendung zu einem stark oszillierenden Konvergenzverhalten, insbe-
sondere, wenn die Matrix A stark unterschiedliche Eigenwerte hat.

Example 4.8 (Konvergenz der Gradientenverfahrens). Wir betrachten das lineare Gleichungs-
system

mit der Matrix und rechten Seite
16 0 1
A <O 2), b <1>
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4.2 Krylow-Raum-Methoden

mit den Eigenwerten 16 und 2. Die Losung dieses Gleichungssystems ist dquivalent zur Minimierung
des quadratischen Funktionals

Q(x) = 8x3 + x5 — X1 — Xo.

Die Niveaulinien Q(x) = c dieser quadratischen Form sind stark elliptisch, siehe Abbildung (4.2)).
Angenommen, xt) sein eine gegebene Approximation. Das Residuum t(x't)) als neue Abstiegs-
richtung steht orthogonal auf der Durch x'*) laufenden Niveaulinie. Jeweils zwei Richtungen stehen
orthogonal aufeinander, v'Y) und v(*+2) sind hingegen fast parallel. Dies fithrt zu sehr langsamen,
ineffizienten Konvergenzverhalten.

4.2.2 Das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren)

Das CG-Verfahren versucht nun die Struktur der Matrix und der quadratischen Form besser
auszunutzen: die Abstiegsrichtungen d*) sollen so gewhlt werden, dass sie alle aufeinan-
der orthogonal stehen.

Anstelle der Losung eines eindimensionalen Optimierungsproblems in jedem Schritt des
Abstiegsverfahren suchen wir nun die neue Losung in der Form

D ex® 1k, QxW)= min Qx), QW) =i(Axx) —(bx),  (43)
x€x(0) K, 2

mit dem Raum, welcher durch die Abstiegsrichtungen aufgespannt wird:
K¢ :==span{d?, ... dt~1)}

Ein solches Verfahren terminiert nach N Schritten zwangsldufig und liefert die gesuchte
Losung. D.h., wir konnen das Verfahren als ein direktes Verfahren interpretieren. Im Allge-
meinen werden wir jedoch nur mit einer kleinen Zahl von Schritten eine Ndherungslosung
erstellen.

Es gilt:

Lemma 4.9 (Galerkin-Gleichung). Die Lisung xt) € x(0) + K der Minimierungsaufgabe (4.3))
ist eindeutig durch die Galerkin-Gleichung beschrieben:

b—-Ax" y) =0 vyeK,. (4.4)

Proof: Ubung. O

Die Losung xt) stellen wir nun als Entwicklung in den Abstiegsrichtungen dar:

(t—1)
xM) .= x(0) 4 Z ocidm.
i=0
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4 Solution of the linear systems

Wir setzen diese Entwicklung in die Galerkin-Gleichung (4.4]) ein und erhalten als bestim-
mendes Gleichungssystem

t—1

Z (xi<Ad(i),d(j)> =(b —Ax(o), d(j)>.
i=0
Wenn es uns nun gelingt, eine A-orthogonale Basis der Abstiegsrichtungen {d(*), ... d*~1)}

zu erzeugen, so kann dieses lineares Gleichungssystem trivial gelost werden.

Fiir die Ansatzraume K; wihlen wir sogenannte

Definition 4.10 (Krylow-Raume). Sei A € RN*N eine Matrix, sowie r®) € RN das Residuum
zum Startwert v'%) := b — Ax(®). Wir definieren den Krylow-Raum

K (@A) == span £, Ar(©) At1p(0))

und schreiben kurz Ky := K¢ (r(©), A).

Remark 4.11. Wir betrachten den Fall x'©) = 0 und somit r(®) = b. Jeder Vektor y € Ky hat die
Form

y =p(A)b,

mit einem Polynom p(-) vom Grad t — 1. Das bedeutet, die Minimierung von Q(-) im Krylow-Raum
kann als eine polynomiale Approximation der Losung in der Form

x=A""b~pAb=xt

verstanden werden.
Es gilt nun fiir die Galerkin-Losung im Krylow-Raum K, der Satz:

Lemma 4.12 (Residuen der Krylow-Raum Minimierung). Fiir die Residuuen der Krylow-Raum
Minimierung gilt:

(i) rtt) ¢ Kitt,
i) M LK,
(iil) KepicKe = xP=x
Proof: (i) Zunichst gilt:

rV=p—AxY) =10 _ (0 L Ax(V)
=r® —b+Ax® + b— AxY
= I'(O) + A(X(O) — X(t)) e K¢ +AK: C Kt+1(r(0);A).

(ii) Aus der Galerkin-Gleichung (4.4]) folgt unmittelbar:

r=p—AxY) | K.
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4.2 Krylow-Raum-Methoden

Wegen rV) € Ky fiir alle i < t gilt:
rV 10 vicj<t

(iii) Angenommen K¢; C K¢. Dann ist auch r(t) g Ki+1 C K, aber nach (i) gilt r'Y | K.
Also ist [r(V)| = 0, somit r't) = 0 und durch Ax(!) = b ist die Losung bestimmt. O

Sobald das Krylow-Raum Verfahren abbricht, weil die Krylow-Rdume nicht mehr grofser
werden, ist die Losung gefunden. Fiir diese Konstruktion ist es wesentlich, dass der Krylow-
Raum um das erste Residuum herum aufgespannt wird.

Zum Durchfiihren des Krylow-Raum Verfahrens muss nun eine A-orthogonale Basis der
Rdume K erstellt werden. Diese Basis besteht dann aus den Abstiegsrichtungen

K¢ = span{d(o), c,dlt by

Prinzipiell wire es moglich diese Basis mit dem Gram-Schmidt oder anderen Orthogonali-
sierungsverfahren wie der Householder-Transformation oder den Givens-Rotations zu erstellen.
Diese Verfahren haben allerdings den Nachteil, dass der Aufwand Orthogonalisierung ei-
nes Vektors d*) mit grofer werdendem t steigt. Dartiber hinaus ist insbesondere das Gram-
Schmidt-Verfahren numerische instabil und sehr anféllig fiir Akkumulation von Rundungs-
fehlern. Stattdessen werden wir fiir die symmetrische Matrix A eine zweistufige Rekursions-
formel zur Orthogonalisierung entsprechend dem Vorgehen bei den orthogonalen Legendre-
Polynomen herleiten.

Wir gehen nun also davon aus, dass durch (A . . d*V}eine A-orthogonale Basis des K
besteht. Weiter sei durch x(t) € x(9) + K, die Galerkin-Losung und durch r(*) =b—Ax(t) ¢
K41 das entsprechende Residuum gegeben. Wir suchen nun dt) € Ky4q als Orthogonali-

sierung von r(t) bzgl. der {d©), ..., d*~1)} gemafl dem Ansatz:
t—1
d¥ =r® 4+ 3 gD e Ky (4.5)
j=0

Ohne Einschrankung sei r(t) ¢ K¢, denn ansonsten folgt laut Satz rY) = 0 und die
Losung liegt vor. Wir multiplizieren Gleichung (4.5)) mit einem AdV) fiireini=0,...,t—1
also ein dV) € Kq.

t—1
0=@", AdY) =M AdV) + > pit@l) AdY), i=o0,...,t—1.
j=0

Es gilt (d9), AdY)) = 0 fur alle i # j, also bleibt nur ein Term fiir j = i in der Summe
erhalten:
@ -1 Adty =0, i=0,...,t—1

Laut Satzgilt r(t) | K¢ und wegen AdV) € K firi <t — 1 folgt (r¥), AdY) = 0 und

i<t—1: prl@v Aad¥y =0 = pl"Y=o
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4 Solution of the linear systems

Es bleibt der Falli =t — 1:

. B B B B <r(t)7Ad(tfl)>
i=t—1: W AdtY4pl@tY Adt"y=0 = [5) 17_<d(t—1) AGET)

Das heifst, mit dem Ansatz (4.5)) erhalten wir den neuen A-orthogonalen Basis-Vektor als:

(t), Aqt—1)
o opt—1 _ (r'"), ) (t) _ .(t) (t—1)
Pe—1:=Py1 = @D, A D) dV =r" —pB¢d . (4.6)

d(t) ist die neue Abstiegsrichtung und die nédchste Approximation x(t+1)

Abstiegsverfahren bestimmt als:

wird geméfs dem

(t) gt
(r't/, ) (1) —

_ t) (t)
= AT AT + o d ), (4.7)

t+1)

Mit dieser Notation kénnen wir auch fiir das neue Residuum r! eine einfache Rekursi-

onsformel herleiten. Es gilt:

r(U —p— Ax(tFD =) _ g AV (4.8)

Diese drei Rekursionsformeln bilden das klassische CG-Verfahren. Ausgehend von
einem Startwert x(*) werden rekursiv Residuen, die A-orthogonale Basis und die neue Losung
berechnet. Die Formeln zur Berechnung der Faktoren 3;_; und o konnen effizienter ge-
schrieben werden. Denn wegen der Orthogonalitit rlt 1 Ky gilt fiir den Nenner von o
und B¢

afd, Ad'Y) = (@'Y, A ) = (@ — g ad™) = P,

r(t) r(t) p(t)

sowie fiir den Zahler von p:

_‘xt< (t+1) Ad > < (t+1) r(t) _ CxtAd(t)> — |I‘(t+1)‘2.
%/_/

rlt+1)
Solange r(t) # 0 gelten die vereinfachten Formeln:

(P (P2

MW ALy P e

Wir fassen zusammen
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4.2 Krylow-Raum-Methoden

Algorithmus 4.13 (CG-Verfahren). Sei x(?) € RN ein gegebener Startwert sowie d(©) = r(0) =
b — Ax(9). Tteriere fiir t > 0

e ()]2

(Ad(D),dV))

(i) xtD =xM 4 o d™

(iii) Y =) — g, AQV
) B |r(t+1)|2

(l\)) Bt — |I‘(t)|2

(i) o =

(V) d(t+1) — r(t+1) 4 Btd(t]

Das CG-Verfahren bricht ab, wenn [r(Y)] = 0. In diesem Fall ist die gesuchte Losung er-
reicht. Ublicherweise wird das CG-Verfahren jedoch nur zur Approximation der Losung
mit t < N verwendet. In jedem Schritt des CG-Verfahrens muss eine Matrix-Vektor Mul-
tiplikation, sowie 2 Skalarprodukte und 3 Additionen von Matrizen durchgefiihrt werden.
Angenommen, die diinn besetzte Matrix hat maximal M Eintrdge pro Zeile (siehe Diskus-
sion in Abschnitt, dann ist der Gesamtaufwand pro Schritt O((5 + M)N) arithmetische
Operationen. Falls das CG-Verfahren als direkter Loser eingesetzt wird, wére die Gesamt-
komplexitdt O(N2M).

Es gilt:

Lemma 4.14 (CG-Verfahren). Das CG-Verfahren bricht fiir jeden Startwert x(©) € RN nach ma-
ximal N — 1 Schritten ab und liefert x'*) = x. Fiir 0 < t < N — 1 gilt die Fehlerabschitzung:

1—+1\"
|x—x<”A<2< f) x — x(0)| A,

1
1+ o

mit der Spektralkondition k := conda(A). Zur Reduktion des Fehlers um den Faktor ¢ > 0 sind

maximal:
t(e) < \fln (i) +1

Schritte notwendig.
Proof: Siehe [RANNACHER]. O

Remark 4.15 (CG-Verfahren als iteratives Losungsverfahren). Angenommen, die Finite Ele-
mente Diskretisierung der Poisson-Gleichung soll mit dem CG-Verfahren geldst werden. Hierzu soll
eine feste Genauigkeit € erreicht werden. Die Konvergenzgeschwindigkeit und die bendtigte Anzahl
an Schritten wird durch die Spektralkondition der Systemmatrix Ay, bestimmt. Es gilt:

K(An) = O(h™?),
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4 Solution of the linear systems

und also:
t(e) =0O(h™ ).

In einem d-dimensionalen Gebiet mit uniformen Triangulierung gilt die Relation N = O(h~¢).

Also sind

Schritte erforderlich. Der Gesamtaufwand zum Losen des Gleichungssystems ist somit
Ncg =0((5+ M)NH_%)

arithmetische Operationen. In zweidimensionalen Gebieten ergibt sich O(N 3). Fiir grofSe N ist das
CG-Verfahren weit effizienter als direkte Methoden, oder als z.B. die Jacobi oder die Gauf3-Seidel-
Iteration.

4.2.3 Krylow-Raum Verfahren fur nicht-symmetrische
Gleichungssysteme

Satz ist Grundlage des CG-Verfahrens, da er die Aquivalenz zwischen linearem Glei-
chungssystem und Minimierung der quadratischen Form Q(-) herstellt. Dieser Satz gilt nur
fir symmetrische Matrizen. Allgemeiner erhalten wir:

Lemma 4.16 (Minimierung des Residuums). Es sei A € RN*N eine requliire Matrix. Dann ist
das lineare Gleichungssystem Ax = b dquivalent zur Minimierung des Residuums

|[b — Ax|| = min |b— Ay||.
yeRN

Proof: Sei x das Minimum des Residuums in der lo-Norm. Dann gilt:
d
0= Ib—AGx+sy)|f|  vyeRN,
ds s=0

und also d
0= |b—Ax— sAy||2‘ L =2b—AxAy) vyeRMN
s=
Da A regulir ist folgt (b — Ax,y) = 0 fiir alley € RN und schlieSlich Ax = b.

Umgekehrt sei nun x die Losung des linearen Gleichungssystems. Dann gilt fiir y beliebig:

|b—Ay|? — ||b — Ax|*> = (Ay, Ay) — (Ax, Ax) — 2(b, Ay) + 2(b, Ax)
= (Ay, Ay) + (Ax,b) — 2(Ax, Ay) = |Ax — Ay]|> > 0.

O

Anstelle der quadratischen Form soll jetzt direkt das Residuum der Gleichung minimiert
werden. Mit dem Krylow-Raum

Ki := Ke(rl?: A) = span{r(o),Ar(O), LA 0y
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4.2 Krylow-Raum-Methoden

wird ein x(t) € x(?) + K, gesucht, so dass gilt:

b= AxV)2 = min b — Ay, (49)

Fiir dieses Minimum gilt wieder eine Orthogonalitidtsbeziehung:

Lemma 4.17 (Galerkin-Gleichung). Die Losungxt) € x(©) 4K, der Minimierungsaufgabe (4.9)
ist eindeutig durch die Galerkin-Gleichung beschrieben:

(b—AxY Ay) =0 VyeKq. (4.10)

Proof: Ubung. 0

Zum Ansatz sei zunéchst eine orthogonale Basis {d(?), ..., d*~1)} des K gegeben. Durch
Q. :=[d”, ..., a1 e RN*,

ist eine Matrix mit Q" Q = I gegeben. Jede Losung x(*) € x(?) + K; kann dann in der Form
XV —x(0 4 y®, y® Rt

geschrieben werden. Wir setzen diesen Ansatz in die Galerkin-Gleichung (4.10]) ein und
erhalten:

' —AQy Y, AQz'Vy =0 vzV e R".

Um die gesuchte Approximation x(*) = Q;y'%) zu finden, muss also nur ein lineares Glei-
chungssystem mit t Unbekannten und Gleichungen gelost werden.

Diese Idee ist Grundlage des Generalized Minimal Residual Verfahrens (GMRES). In einem
ersten Schritt wird eine Orthonormalbasis des K; erstellt. Anschlieflfend wird das lineare
Gleichungssystem im R* gelost um schlieflich mittels x(*) = Q;y*) die Approximation zu
erhalten.

Fiir allgemeine Matrizen A sind Konvergenzaussagen schwer zu treffen. Wegen der Her-
leitung tiber die Minimierung des Residuums konvergiert dieses aber monoton, wie bei
dem CG-Verfahren. Im Fall fehlerfreier Arithmetik ist das GMRES-Verfahren ein direktes
Losungsverfahren. In der Anwendung werden jedoch stets nur wenige Schritte durchgefiihrt.
Kern des Verfahrens ist die Orthogonalisierung des Krylow-Raums K. Je grofier der Raum
K¢ umso aufwindiger ist auch die Orthogonalisierung. Aus diesem Grund wird tiblicher-
weise nur eine feste Zahl m von Schritten des GMRES-Verfahrens ausgefiihrt und anschlie-
Bend mit einer besseren Startlosung x(*)" = x(™) neu gestartet. (GMRES-Verfahren mit Re-
start).
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4 Solution of the linear systems

4.2.4 Vorkonditionierung

Satz sagt, dass die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens im Wesentlichen
von der Spektralkondition der Matrix A abhdngt. Die Idee der Vorkonditionierung ist es, das
Gleichungssystem durch Multiplikation einer Matrix P~! derart zu d@ndern, so dass fiir die
Matrix P~1A gilt:

conds(P'A) <« cond(A).

Dann wird anstelle von Ax = b das System
P !Ax = Pb,

gelost, welches wegen der weitaus besseren Spektralkondition von P~ !A schneller konver-
giert. Wir gehen zunachst davon aus, dass die Matrix A symmetrisch positiv definit ist und
mit dem CG-Verfahren gelost werden soll. Das vorkonditionierte System muss dann auch
symmetrisch positiv definit sein. Der symmetrisch positiv definite Vorkonditionierer P liege
also in der Form:

P=KK',

vor. Dann 16sen wir:
K TK'AK TKNx=K K™ = K!AK TK'x=K'b.
—_— N =
=A =X =b
Fiir die Matrix A gilt:
K TAK" = K"K DA(K TK") =P~ 'A.

Die Matrix A ist also dhnlich zur Matrix P~'A. Ahnliche Matrizen haben die gleichen Fi-
genwerte. Im Fall P = A ist die Matrix A also dhnlich zur Einheitsmatrix mit der Kondition
conds(I) = 1. In diesem Fall wire das Konvergenzverhalten des CG-Verfahrens optimal.

Im Folgenden formulieren wir das sogenannte Vorkonditionierte CG-Verfahren oder Precondi-
tioned Conjugate Gradient (PCG):

Algorithmus 4.18 (PCG-Verfahren). Sei P = KK ein Vorkonditionierer sowie x(©) € RN ein
Startwert. Setze d\©) = r(0) = b — Ax(0) sowie z(0) = P—1d(9). [teriere
() (1))
(Ad©, d(t)
(i) x =xM 4 o d™
(iii) Y =) — g, AdV)

t+1) _ p—l.(t+1)

(i) o=

(iv) 2t =
B <r(t+1),z(t+1)>
(V) Bt - <r(t),Z(t)>

(Vl) d(t+1) — r(t+1) + Btd(t)
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4.2 Krylow-Raum-Methoden

Im Vergleich zum einfachen CG-Verfahren fillt als zusétzlicher Aufwand insbesondere das
Losen des Vorkonditionierersystems Pz(t+1) t+1) an. Hierzu kann die Zerlegung P =
KK' genutzt werden. Der Vorkonditionierer sollte also einerseit moglichst einfach zu in-
vertieren sein, auf der anderen Seite sollte P ~ A, insbesondere sollten das Eigenwerte von
P'A moglichst nahe beieinander liegen.

:r(

Jacobi-Vorkonditionierung Fiir P eignet sich z.B. das Jacobi-Verfahren mit
Pj = diag(A) = D, P;=D>Ds3.

Dieser Vorkonditionierer ist sehr “billig” anzuwenden und sorgt dafiir, dass die Eintrdge
der Matrix A skaliert werden. Insbesondere gilt a;; = 1 fiir i = 1,...,N. Dies kann zu
einer Reduktion der Kondition fithren. Mit Hilfe der Gerschgorin-Kreise kann eine einfache
Abschitzung fiir die Eigenwerte gefunden werden. Bei A liegt der Mittelpunkt stets bei 1.

SOR-Vorkonditionierung Das Gauf3-Seidel Verfahren kann nicht in der Form P =
KK faktorisiert werden, es ist nicht symmetrisch. Die Matrix A sei additiv zerlegt in A =
L+D+R=L+D+1LT daA symmetrisch. Das SOR-Verfahren hat die Iterationsmatrix:

Psor = (D +wL)D (D + wL') = (D? + wLD ?) (D? + wD >L")

K KT

Bei optimaler Wahl der Relaxationsparameters w (dies ist im Allgemeinen jedoch nicht
moglich) wird eine wesentliche Reduktion der Kondition erreicht:

conds(A) = /conds(A).

Unvolistandige Cholesky-Vorkonditionierung Abschlieflend stellen wir noch
ein schwer zu analysierendes, jedoch hochst erfolgreiches Verfahren vor. Durch

sei die unvollstindige Cholesky-Zerlequng von A gegeben. Die Cholesky-Zerlegung als Spezi-
alfall der LR-Zerlegung ist tiblicherweise voll besetzt. Mit CCT bezeichnen wir die Appro-
ximative Zerlegung der Matrix A. Elemente c;; von C werden kiinstlich auf Null gesetzt,
wenn fiir den Matrixeintrag ai; = 0 gilt.

Durch gute Vorkonditionierung, etwa mit dem SOR-Verfahren oder der Cholesky-Zerlegung
kann die Konditionierung des vorkonditionierten Systems (bei der Poisson-Gleichung) auf
cond(A) = O(h™!) verbessert werden. Hierdurch wird die Konvergenzrate des CG-Verfahrens
von 1 — O(h) auf 1 — O(vh) verbessert. Dies fiihrt zu einem Gesamtaufwand von O(N 1 ).
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4.3 Mehrgitterverfahren

Alle bisher betrachteten iterativen Losungsverfahren hiangen von der Kondition der Matrix
und damit bei der Behandlung der FE Diskretisierung der Poisson-Gleichung vom Gitter.

Im Folgenden betrachten wir die eindimensionale Diskretisierung mit linearen Finiten Ele-
menten auf einem uniformen Gitter mit N Elementen. Als prototypisches Iterationsverfah-
ren werden wir die geddmpfte Richardson-Iteration genauer untersuchen. Es ist:

x(H) = x4 gb— AxV) = (I— 0A)xV) + 0D,

mit der Iterationsmatrix Bg.
Die positiv definite Matrix A hat in Stencil-Notation die Form:
A=[-1 2 —1].

Diese Matrix hat die Eigenvektoren wy € RN+ mit Eigenwerten Ay:

A =2 (1 o8 (;")) (4.11)

(ki .
(wy )i = sin <N7'[> , 1=0,...,N.

Die Konvergenzordnung der Iterativen Verfahren istim Allgemeinen sehr langsam, sie hangt
vom Spektralradius der Iterationsmatrix B := I — OA ab. Es gilt wieder in Stencil-Notation

Bo=1[0 (1—20) 6]

Wir wihlen nun 0 = 4~ & Apax(AR) ™', Dann ist

1
B:Z[l 2 1]

Diese Matrix B := B hat wieder die gleichen Eigenvektoren 1} diesmal mit den Eigen-

werten:
1 k
B_ —
A = 5 <1+cos <N7r>)

Die Eigenwerte liegen alle im Intervall AE € (0,1), der groite Eigenwert von B verhdlt sich
wie Amax(B) = 1 — O(h?).

Wir untersuchen die Konvergenz des Richardson-Verfahrens fiir die Poisson-Gleichung im
Detail. Es sei also x(t) die letzte Approximation mit Fehler e(t) .= x — x(Y)_ Fiir den Fehler

in der ndchsten Iteration gilt:
eltt1) — Belt),
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Abbildung 4.3: Fehlerreduktion des gedampften Richardson-Verfahrens fiir die eindimen-
sionale Poisson-Gleichung in Abhéngigkeit der Fehlerfrequenz.

Wir schreiben den Vektor e!t) in einer Entwicklung in Eigenwerten
N—1
e(t) = Z e](:)wk.
k=1

Dabei sind die e]((” € R die Entwicklungskoeffizienten in der Eigenvektor-Darstellung und
nicht die kartesischen Koeffizienten. Wir nennen (wegen der Sinus-Form der Eigenvekto-
ren) die einzelnen Komponenten wy die Frequenzen des Fehlers. Wir kénnen nun die Wir-
kung des Richardson-Verfahrens fiir jede einzelne Frequenz wy verfolgen. Es gilt
o1 2 Bel,

das heifit, die k-te Komponente des Fehlers wird genau um den Eigenwert AB gedampft. In
Abbildung zeigen wir den Verlauf der Eigenwerte ?\E . Fehlerkomponenten, welche zu
niedrigen Frequenzen gehoren werden nur sehr langsam reduziert, wahrend alle hochfre-
quenten Anteile schnell reduziert werden. Wir definieren:

Definition 4.19 (Fehlerfrequenzen). Komponenten welche zu Eigenwerten Ay fiirk > 5 gehéren
heifien hochfrequente Anteile, alle anderen Komponenten heiflen niederfrequent. Hochfrequente
Anteile sind gerade die, welche auf groberen Gittern nicht dargestellt werden kinnen.

Das Richardson-Verfahren ist zwar ein schlechter Loser fiir die Poisson-Gleichung, es glittet
hochfrequente Fehleranteile allerding sehr schnell aus. In Abbildung4.4]zeigen wir den Feh-
ler der Richardson-Iteration tiber einige Schritte. Der Gesamtfehler wird nach zehn Schritten
nicht wesentlich kleiner, allerdings ist der Fehler bereits nach zwei Schritten stark gegléttet.
Das Richardson-Verfahren scheint also in der Lage zu sein, lokale Fehleranteile sehr schnell
zu glitten.

Das Mehrgitterverfahren beruht nun auf der Idee, dass die Frage, ob ein Fehleranteil hoch-
frequent ist oder nicht vom zugrundeliegenden Gitter abhidngt. Auf einem Gitter mit N = 10
Elementen ist die Frequenz

. (4 .
(wq)i = sin (107[) , 1=0,...,10,
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4 Solution of the linear systems

Abbildung 4.4: Fehlerverlauf (rot) und approximierte Losung (griin) der geddmpften
Richardson-Iteration. Von links nach rechts: Startfehler, nach einem Schritt,

zwei Schritten und nach 9 Schritten.
5

!
3 4

1 1
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Abbildung 4.5: Die Fehlerfrequenz A4 auf einem Gitter mit 10 Elementen und auf eine Gitter
mit 5 Elementen.

niederfrequent, auf einem groberen Gittern mit N’ = 5 Elementen ist die gleiche Schwin-
gung jedoch hochfrequent:

"
(wy){ = sin (517r> . i=0,...,5.

In Abbildung|4.5|ist diese Frequenz auf beiden Gittern aufgetragen. Wir fassen zusammen:

e Einfache Iterationsverfahren wie die Richardson-Iteration sind schlechte Loser aber
gute Glitter fiir hochfrequente Fehleranteiler.

o Niederfrequente Anteile auf einem Gitter Qp sind hochfrequente Anteile auf einem
groberen Gitter Qop,.

e Und ganz trivial: je grober das Gitter, umso geringer der Aufwand.

Beim Mehrgitter-Verfahren sollen diese Leitsdtze kombiniert werden. Auf dem feinsten Git-
ter Oy, wird das Gleichungssystem nicht gelost, es werden zunachst nur hochfrequente Feh-
leranteile ausgegléttet und es bleiben nur niederfrequente Fehler ey, — e]'". Diese werden
auf ein groberes Gitter Qy transferiert el — el'f, wo sie wieder hochfrequent sind. Auf
diesem Grobgitter ist das verbleibende Problem sehr viel kleiner und kann einfacher gelost
werden.
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4.3 Mehrgitterverfahren

fol¥ ol 02

Abbildung 4.6: Grobgitter Q1 und zwei feinere Gitter. Das Gitter Q/, ist durch Verfeinerung
entstanden und es gilt O € QJ,. Das Gitter QO stammt nicht von Qy ab.

4.3.1 Hierarchische Finite Elemente Ansatze

Wir miissen zur Notation zunéchst einige Begriffe einfiithren. Durch
Qn = Q0,Qy,..., QL = O,
sei eine Familie von Gittern des Gebiets QO gegeben. Wir definieren:

Definition 4.20 (Geschachtelte Gitter). Seien Qy, Qy, zwei Triangulierungen des Gebiets Q.
Die Gitter heiflen geschachtelt Qv € Qy, falls fiir jeden Knoten x; € Qyy gilt xi € Qy, und jedes
Element K € Qy, durch Verfeinerung eines Elementes K’ € Qyy entstanden ist.

In Abbildungzeigen einfache Beispiele von Gittern die geschachtelt sind und Gittern, die
nicht geschachtelt sind. Auf jedem Gitter (1 sei durch V; ein Finite Elemente Ansatzraum
definiert und wir definieren die lokalen Probleme:

w € Vi aluk, ¢ =(f,d1) VdreW
Als kompakte Schreibweise definieren wir einen Operator Ay : Vi — V| mittels
(Aru,v) = alu,vi)  Yu,vi € Vi
Mit der Vektordarstellung

Ny

i (1)

u = Zul(bh )
i=1

und der Steifigkeitsmatrix Ay ist dies Problem dquivalent zu dem linearen Gleichungssy-
stem

Am=bi, (Ay =a(e)’ dy)), (b= (F.0).
Es gilt:

Lemma 4.21 (Geschachtelte Finite Elemente Rdume). Es seien Qv € Qy, geschachtelte Gitter
und Vy sowie Vy, isoparametrische Finite Elemente Riume mit dem gleichen Finite Elemente Ansatz
{P(T),x(T)} auf den Gittern Qv bzw. Qy,. Es gilt:

VH C Vh.
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4 Solution of the linear systems

Abbildung 4.7: Darstellung einer groben Basisfunktion d)ﬁ ) (durchgezogene Linie) durch
drei Basisfunktionen des feinen Gitters.

Proof: Ubung. O

Definition 4.22 (Gittertransfer). Es seien Vi1 C Vi zwei geschachtelte Finite-Elemente Riume.
Fiir eine Funktion vy, € Vy, definieren wir den Restriktionsoperator Ry_; : Vi — Vi_; durch

(Ri—1vh, dH) = (Vh, dH) VdH € Vu,
sowie fiir eine Funktion vy € Vy den Prolongationsoperator Py : Vi_; — Vi durch

TlvH = VH.

Remark 4.23 (Eigenschaften der Restriktion). Seien QO € Qy, zwei geschachtelte Gitter. Die
Restriktion Ryy : Vi — Vi ist gerade die L2-Projektion von Vy, in den groberen Raum V. Die L2-
Projektion ist eine globale Operation, um sie zu berechnen muss ein lineares Gleichungssystem mit
der Massenmatrix My geldst werden. Obwohl ein lineares Gleichungssystem mit der Massenmatrix
relativ einfach zu losen ist (da conda(My) = O(1)) sollte dies aus Effizienzgriinden vermieden
werden.

In der Anwendung des Mehrgitterverfahrens werden wir allerdings gar nicht die Finite Elemente
Funktion Ryvn € Vy bendtigen, sondern nur den Vektor xy € RNH mit

X1 = (Rrvi, ) = (i, 1), 1=1,.. Ny (4.12)

Zu der beliebigen Funktion vy, € Vy, definieren wir auf dem feinen Gitter Qy, den Vektor xy, € RNn
als

(xn)i = (Vh,d)s))-

Die Riume Vy C Vy, sind geschachtelt, d.h., jede Knotenbasisfunktion c|>,(jl ) e Vi ist auch im feinen
Raum d),({l ) € Vi, und hat dort die Basisdarstellung

. Nh .
iy = > iy (4.13)
j=1
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4.3 Mehrgitterverfahren

mit einer Koeffizientenmatrix Ry € RNuXNn g4t (RH)ij = wij welche sehr diinn besetzt ist, also
mit wij # 0 nur fiir sehr wenige (insbesondere unabhingig von h und H) Eintrige. In Abbildung[4.7]
zeigen wir die Kombination einer Basisfunktion (b(ﬁ ) durch drei Funktionen des feinen Gitters.

Die Eintriige des gesuchten Vektors xy aus (4.12)) sind dann bestimmt durch die Gleichungen:

(xn)i = Vh,dJH Z Hij ( Vh,(bg = (Ruxn)i-
(xh))

Das heifst, wenn nicht die Funktion Ryvy, von Interesse ist, sondern nur die Funktion vy, getestet

mit den Basisfunktionen q>{f ), also ein Vektor xy, = ((Th, c])ﬁl ))) dann besteht der einfache Zu-
sammenhang

i=1’

XH = fRHXh.
Ebenso betrachten wir nun

Remark 4.24 (Eigenschaften der Prolongation). Die Prolongation Py, : Viy — Vy, ist die Iden-
titdt auf V. Mit der Darstellung (4.13|) erhalten wir fiir jeden Vektor vyy € Vv unmittelbar

Ny ) Ny Ny ]
vix) =Y (v () =3 > vy (%)
i=1 i=1j=1
Nn )
= Z <Z H"L) vH) ) )(X)
= (Vh))

Fiir den Vektor vy, € RN gilt also
Vh = R_][[VH.

Die Wirkung der Prolongation auf einen Knotenvektor ist also gerade durch die transpo-
nierte Matrix der Restriktion eines integrierten Vektors beschrieben. Man beachte, dass die
Hintereinanderausfithrung von Restriktion und Prolongation nicht die Identitdt ergibt!

Der enge Zusammenhang zwischen Formulierungen in den Funktionenrdumen V4, und Vi
sowie zwischen den Vektorrdumen RN" sowie RN" ist typisch fiir die Analyse des Mehr-
gitterverfahrens.

4.3.2 Das Zweigitter-Verfahren

Als Vorstufe zum Mehrgitterverfahren beschreiben wir zunédchst die Zweigitteriteration. Die-
se formulieren wir im Finite-Elemente Kontext:
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4 Solution of the linear systems

Algorithmus 4.25 (Zweigitteriteration in Finite-Elemente Raumen). Seien Vi C Vi zwei
geschachtelte FE-Riume sowie uﬁ? ) e Vi, eine Approximation der Losung uy € V. Weiter sei
w € (0,1] ein Diampfungsparameter und durch Gy, : Vn — Vy eine Glittungsiteration gegeben.
Iteriere:

W = zgl ),

mit der Zweigitter-Iteration:

(i) Vorglitten: Up = Gt (ug)) = Gy (ug), a(-,-),f)
(il)  Grobgitterproblem: WH € Vu: alup +wH,doH) = (f,dH) VIH € VH
(iii) Nachglitten: uilt 1 G2 (Un + wwy)

Das Verfahren besteht aus zwei Schritten: zundchst werden im feinen Finite Elemente Raum
Vi, die hochfrequenten Fehleranteile gegldttet. Im Anschluss wird durch die Grobgitter-
Korrektur das Problem im groben Raum Vi C V4, approximiert. SchliefSlich kann ein wei-
teres Mal geglattet werden. Die Approximation wird in zwei Stufen aufgeteilt: die hohen
Fehlerfrequenzen werden mit einigen wenigen ({iblicherweise v ~ 3) Schritten eines einfa-
chen Iterationsverfahrens reduziert, alle niedrig frequenten Fehleranteile werden auf dem
Grobgitter behandelt.

Remark 4.26 (Nachgldtten). Die Zweigitteriteration (und spiter auch die Mehrgitteriteration)
konvergieren auch ohne Nachglittung nur mit Vorglittung. Auch fiir die Beweise ist die Nachglittung
nicht wesentlich. Wir setzen daher im Folgenden ohne Einschrinkung v, = 0.

Im Folgenden beschreiben wir die einzelnen Schritte der Zweigitter-Iteration genauer und
leiten dartiber hinaus eine Vektor-Schreibweise des Zweigitter-Verfahrens her.

Die Vorglattung Mitu;, = Sﬁ(u{? J) ist die v-fache Ausfithrung der Gldttungsopera-
tion bezeichnet. Allgemein sei ug ) = Sh(u}(lt _1)) = 9th£t -1 + g affin linear und eine
Fixpunkt-Iteration mit Gy (un) = uy. Fiir den Fehler ey, := up, — iy, = up — uglv) gilt dann

en =un —uy) = Gplup) — 9h(u971)) = 9h€£:/71) =grey) =Gy (un —uy)).  (4.14)

Wir betrachten als Beispiel die geddmpfte Richardson-Iteration. In Finite Elemente Schreib-

. . t
weise suchen wir u%l ) € Vy, so dass

W dn) = (Gl ), 0) = W, dn) + 0((fr, dn) — a(ulS ) dn))  Von € Vi,

also
(t+1)

W = (g, — oA Y + ofy.
Formuliert mit Vektoren gilt die Vorschrift:

Mhug) = Mhu](:il) + G(bh - Ahug)),
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4.3 Mehrgitterverfahren

oder mit einer Verfahrensmatrix:
ug) = Gh(ugfl)) = Ghugfl) +gr, Gn:=I1-0M;'Ay, gn:=0M; by
Dann erhalten wir die Fehlerfortpflanzungen in Finite Elemente und Vektorschreibweise:

)

€ = Uup —Up = G?,Leg) , €h=Uhp — Uy = 9;:6%?) (415)

Die Grobgitterkorrektur Wir suchen die Losung wy; € Vi von

a(wWh, on) = (f, 1) — altin, dn) Vdu € Vi, (4.16)
Die rechte Seite dieses Problems ist das Residuum zur vorgeglitteten Approximation iy, €

Vi, beziiglich der groben Basisfunktionen ¢ € V. Wir betrachten das Residuum 1, € Vi,
als

(fh7 d)h) = (fa d)h) - a(uha d)h) vd)h € Vh-

Dann ist die rechte Seite T4y € Vi von gegeben als
TH = RyTh. (4.17)
Mit dem Operator Ay schreiben wir (4.16)) in der Form
wi = AT, (4.18)
In Vektor-Schreibweise definieren wir zunédchst
rp = bp — Apty,
fiir welchen gilt:
(rn)i = (Th, ¢£f)).
Also, mit Bemerkung ist
rqy = Rpyrp, (ru)i= (TH>(|>1(11)),
und die Grobgitterlosung wy; € RN" berechnet sich als
WH = AL'TH, (4.19)

oder eben
WH = A;llRH (by, — Anup). (4.20)
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4 Solution of the linear systems

Update SchlieSlich ergibt sich die neue Iteration durch:

ul) = @ + 0Prwi, (4.21)

bzw. in Vektorschreibweise

ul) =1, + WR{, Wy (4.22)

Wir fassen zusammen:

Algorithmus 4.27 (Zweigitteriteration). Seien Qv € Qy, zwei geschachtelte Triangulierun-
gen von Q und Vy C Vy, zwei geschachtelte Finite Elemente Riume mit dim(Vy) = Ny und
dim(Vy) = Ny. Sei uﬁ? ) € RN ein Startvektor. v > 0 sei die Anzahl an Glittungsschritten,
w € (0, 1] ein Diampfungsparameter. Iteriere

u Y =280l ),

mit der Zweigitter-Iteration Z.G (uiLt ), h):

(1)  Vorglitten: un = Gyt (ug)) up = G (ug))

(il) Residuum: rn = by, — Anun ™h = fh — Anln
(iil)  Restriktion: ry = Ryrn TH = RuTH
(iv)  Grobgitterproblem: WH = A;ler WH = A;ler

(v) Prolongation: u}(ltﬂ) =un + wRﬂwH u](fH) =1Up + wPrLwy

Fehlerfortpflanzung Zur Analyse der Zweigitter-Konvergenz miissen wir nun eine

Fehlerfortpflanzung herleiten, also einen Zusammenhang zwischen eﬁt 1 nach einem Schritt

und eg ) vor dem Schritt. Wir entwickeln diese Fehlerdarstellung wieder simultan in Funk-
tionenschreibweise und fiir Vektoren. Fiir den neuen Fehler gilt:

egﬂ) :uh—ugﬂ), bzw. egﬂ) :uh—u}(ltﬂ).
Mit (.21)) bzw. (4.22)) erhalten wir
egﬂ) =en — Prnwy, bzw. egﬂ) :éh—RﬂwH
Weiter, mit bzw.
eV — &, —PLALTH, bzw. eV =&, —RL A TH.

Die Rechte Seite des Grobgitterproblems ist durch bzw. durch (4.20]) in Vektorschreib-
weise gegeben:

egﬂ) =ep — PrA Ru(f — Antn), bzw. GSH) =en — R A Ryi(br — Anun).
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4.3 Mehrgitterverfahren

Wir nutzen nun fiir die exakte Losung Apup = f bzw. Ayup, = by, und erhalten einen Bezug
zum Fehler nach der Vorgldttung

egﬂ) =@eh — ?hﬂﬁliRH.Ah(uh —1Up) bzw. egﬁrl) = e€eh — RLAEIRHA}L(U}L —upn),

also:
e;LtJrl) = (Jh — fPh.A;llfRH.Ah)éh, bzw. eiLtJrl) = [Ih — REAalRHAh]éh.
Fiir diesen gilt mit Darstellung (4.14]) und (4.15))

e Y = (I — PrAL RuAR) G el bzw. el TV = I — REARHARIG) el
Zusammengefasst erhalten wir den Zweigitter-Operator Bz (v) und die Zweigitter-Matrix
Bzg(v):

Bza (V) = (Jn — PrAy RuAn)SGh,  Bza(v) = [In — REALRHARGY
Die Zweigitter-Iteration spaltet sich in zwei Bestandteile: die Glattung und die Grobgitter-

Korrektur. Bei der mathematischen Konvergenzanalyse des Verfahrens werden diese beiden
Anteile getrennt. Wir beweisen getrennt:

Lemma 4.28 (Glattungseigenschaft). Die gedidmpfte Richardson-Iteration mit @ = Amax (An) 1
erfiillt die Glittungseigenschaft

cG
[AHGhVRll2(0) < W”thlﬁ(ﬂ) Yh € Vh.

sowie

Lemma 4.29 (Approximationseigenschaft). Sei Oy € Qy mit H < cH und ¢ > 0 unabhingig
von h und H zwei geschachtelte Gitter. Fiir die Grobgitterkorrektur gilt die Approximationseigen-
schaft

(AR = PrAR Rivalliz (o) < cal’||villizq)  ¥vn € Vi
Mit diesen beiden Satzen folgt unmittelbar das Konvergenzresultat fiir die Zweigitter-Iteration:

Lemma 4.30 (Konvergenz der Zweigitter-Iteration). Es sei G ein Glittungsoperator mit der
Eigenschaft von Satz Weiter sei H < ch. Dann gilt fiir hinreichend viele Glittungsschritte
vy > v mit v unabhingig von h

c

1Bzc(V)|| < pzg(v) = S < 1.
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4 Solution of the linear systems

Proof: Mit Satz und Satz gilt:

CACG

|Bzg(v)vi| < [Vhll YVvh € Vi

Mit v > cacg folgt die Aussage des Satzes. O
Wir beweisen zunéchst die Glattungseigenschaft:

Beweis voN Satz[4.28 Der Operator Ay, : Vi — Vi mit (Apun,vi) = (un, Anvy) ist selbst-
adjungiert, und hat positive reelle Eigenwerte 0 < A; < --- < AN, und Verﬁigt tiber ein
zugehoriges System aus [2-orthonormalen Eigenvektoren wg ). wh ). Jede Funktion

Vi € Vi schreiben wir nun in der Form

Ny N
vh=Y vioy, vi=nwp)), vl = Y Vi (4.23)

i=1

Mit 0 := ?\ii ist durch die Richardson-Iteration

Shi=Inh —

A
}\Nh h;

ein Operator Gy, : Vi, — Vj, definiert. Fiir ein beliebiges v, € V}, gilt in Schreibweise (4.23))

v A \NY
Ahghvh = ZYJ\i <1 — 7\1\11 > (,Ug).

h

In der Norm:

}\ 2v

An i = ZW( )
Np

A\ 2 AV
< A2 i _ 2
\ANhlgg‘s‘h{<7\Nh> (1 7‘Nh> };%

As 2 As 2v
= - 1—— %,
Nhlgggﬁh{QNh) ( A, Vil

Es gilt 0 < A1 /AN, < 1 und mit der Ungleichung

max {x(1 —x)V}<(1+v)™ v>1

XK

folgt
ARGRva [ < AR, (1) 2 vl (4.24)

Fiir den grofiten Eigenwert des Operators Ay, gilt der Zusammenhang

(N N (N N (N
Ang N2 = (Ap N WMy — A N Ny <A (ARl NP,
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4.3 Mehrgitterverfahren

mit dem Koeffizientenvektor wﬁNh) von wg\]h) in der Knotenbasisdarstellung. Jetzt gilt

w2 = (MMM M) < Ain(Mi) 7 @, M),

Mit Amin(Mp) = O(h?) sowie Amax(An) = O(1) folgt An,, < ch™2 und aus (4.24) schliellich
die Behauptung. O

Es bleibt, die Approximationseigenschaft zu zeigen:
BeweEis von SATZ Es sei f, € V}, beliebig. Dann ist vi, = Aglfh definiert durch
a(vn, on) = (fn, dn) Vén € Vh. (4.25)
Weiter sei fy € Vi gegeben durch fiy = Ryvp, also
(fr, o) = (fn, dn) Vo € Vi
Also ist vy = A;llfH = .A;llfRHfh definiert durch
a(vi, on) = (fr, &) Vo € V. (4.26)

Schlielich definieren wir eine Funktion v € H}(Q) N H2(Q) als Lésung der Randwertauf-
gabe

av, d) = (frn, &) VY € HI(Q). (4.27)

Fiir diese Losung gilt die a priori Abschitzung
V2] < cllfnll- (4.28)

Die Losungen vy, € Vi von (4.25) und vy € Vi (4.26)) sind gerade die Galerkin-Approximationen
der Losung v € H}(Q) N H2(Q) von (4.27)). Es gilt demnach die L2-Fehlerabschétzung:

v =vnll < ch?[ VA, [lv—vull < cH*[ V2]
Mit der Annahme H < ch und der a priori Abschédtzung folgt
v = Vil < Iy = vl + [[v = vul| < ch?|[ V2] < ch?[[fa ]
Also folgt fiir den Grobgitter-Operator
My = PrAp! Rufull < ch’[fn]l - VFn € Vi

Dies vervollstindigt den Beweis. O

151



4 Solution of the linear systems

Qr =Q0n
(0]
Qo= Oy

Abbildung 4.8: Schematische Darstellung des V- und W-Zyklus.

4.3.3 Mehrgitter-Verfahren

Beim Zweigitter-Verfahren erfolgt die Grobgitter-Korrektur durch Losen eines Systems Ajjuy =
fu. Dieses Problem ist zwar kleiner als das urspriingliche, kann jedoch immer noch zu grofs
zum effizienten Losen sein.

Beim Mehrgitter-Verfahren zur Losung von A up = fi im Raum Vi, = Vi wird zur Losung
des Grobgitter-Problems A _iwi_; = ri_; wieder das Zweigitter-Verfahren verwendet.
Dies geschieht auf rekursive Art bis wir beim Problem auf dem grobsten Gitter Agug = 19
ankommen. Dieses nun sehr kleine Gleichungssystem kann mit einem direkten Verfahren
gelost werden.

Algorithmus 4.31 (Mehrgitter-Verfahren). Durch Qy = Qp € Q1 € ... € QO = Qp, sei
eine Familie von geschachtelten Triangulierungen mit hy_; < chy gegeben. Sei u(LO) = uilo ! ein
Startwert. Durch vy, vy > 0 sei die Anzahl der Vor- bzw. Nachglittungsschritte gegeben. Weiter sei

R > 1 und wy € (0, 1] ein Didmpfungsparameter. Iteriere fiir t > 0
uf Y =g ut ),

mit der Mehrgitter-Iteration MG(1, u{t) ,f1):

1=0 Direkter Liser: u(()tH) = Ay fo
1>0 (i) Vorglitten: U = fl(ugt))
(il) Residuum: T =fi — A
(ii1) Restriktion: T—1 = Ri_im
(iv)  Grobgitterproblem: w{o_)l =0
1<r<R: w{r_)leQ(l—l,w{:l),n_l)
(v) Prolongation: wy = ‘le{f)l
(vi) Update: U = Uy + wywy
(vil) Nachglitten: ultt = gy 2y
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Da die Grobgitter-Korrektur nun lediglich eine Approximation ist, fithren wir R > 1 Kor-
rekturschritte aus. R wird tiblicherweise sehr klein als R = 1 oder als R = 2 gewéhlt. Im Fall
R = 1 spricht man vom V-Zyklus, im Fall R = 2 vom W-Zyklus der Mehrgitter-Iteration, sie-
he Abbildung [4.§)fiir eine Darstellung des Iterationsschemas. Neben dem V und W-Zyklus
existieren weitere Varianten wie der F-Zyklus, beim dem in einer Richtung R = 1 und in der
anderen Richtung R = 2 gewéahlt wird. Weiter kann es zweckdienlich sein, den Mehrgitter-
prozess nicht auf dem feinsten Gitter Oy, sondern auf dem grobsten Gitter Qp zu starten.
Iterativ werden mit dem Mehrgitter-Verfahren auf den Gittern Qg, Q;,... Losungen mit
hinreichender Genauigkeit erstellt. Dieses geschachtelte Mehrgitter-Verfahren erreicht die op-
timale Komplexitdat O(Np ).

Wenn der V-Zyklus konvergiert, so ist er sehr effizient. Bei Problemen mit Unsymmetrien,
nicht-glatten Koeffizienten, Singularitdten ist der V-Zyklus hingegen oft instabil. Hier bietet
sich dann der robuste W-Zyklus an.

Wir beweisen nun:

Lemma 4.32 (Konvergenz des Mehrgitter-Verfahrens). Der Zweigitter-Zyklus sei auf jedem
Paar der Familie Vo C Vi C --- C Vi konvergent mit pzg(v) — 0 fiir v — 0 gleichmifig
beziiglich 1. Dann konvergiert fiir v > vq grof genug der Mehrgitteralgorithmus im W-Zyklus mit
einer von L (und somit h) unabhingigen Konvergenzrate ppmg < 1 beziiglich der L2-Norm:

lwr —MS(Lwl" )] < pmellue —ui |-

Proof: (i) Wir setzen vo = 0. Wir fithren den Beweis per Induktion nach L. Zunéchst sei
v > vq so gewdhlt, dass fiir die Zweigitter-Konvergenz gilt pzg < %. Wir wollen zeigen,
dass dann gilt pmg < §. Im Fall L < 2 liegt gerade das Zweigitter-Verfahren vor und die
Aussage ist richtig.

(if) Sei nun L > 2. Fiir das Gitterlevel L — 1 gilt nach Voraussetzung pmg < 3. Sei u(Lt) die
letzte Iteration.

Wir fithren nun als Hilfsgrofie die Losung der Zweigitter-Iteration (mit exakter Losung des
Grobgitter-Problems) ein:

al" = 25, ul, fr).

Dann gilt fiir die Differenz zwischen dieser Losung und zweimaliger Grobgitter-Korrektur

mit dem Mehrgitter-Verfahren (0 = w{(i)l M0, w{ljl MU, w{zjl)

1) (t+1 2 _
u(Lt+ ) —u£t+ ) = ?L(W{,)l —Wi1),

wobei W{Q_)l die mit Mehrgitter approximierte Grobgitterlosung ist und w;_; die exakte
Losung des Grobgitterproblems. Es gilt:

2 _ 0 _ _
Wi = Wi |l < pRaglwi”) — Wil = pdag wiill, (4.29)
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da der Startwert in Schritt (iv) von Algorithmus gerade w{(i)l = 0 ist. Mit

Wi = AT, R (f— AGY (w()
= A R A — 9{/(u{t) )
= AT RAGY (w — ™),

da Gi(uy) = uy eine Fixpunktiteration ist. Also gilt mit (4.29))

(2) _ - (t)
Wi = Wil < pac AT Rt ALy | we — g -

Wir schitzen nun die Norm des Grobgitter-Operators mit Hilfe des Zweigitter-Operators
ab:
A RASY =G — (A = PALL RCDASY =G — 25

Hieraus folgt:
A R ASY < ISV + 112G < 1+ pze < 2.

Insgesamt erhalten wir:

1
[l —u{H N < (pze + 2076 )W —u{t)H-

Mit pzg < % und ppmg < i aus der Induktionsannahme folgt die Aussage des Satzes. [

Im Abschluss betrachten wir nun den numerischen Aufwand in jedem Mehrgitterschritt.
Hierzu benétigen wir einige Hilfsgrofien, welche auf jedem Gitter (O den Aufwand der
einzelnen Mehrgitterkomponenten beztiglich der Anzahl der Freiheitsgrade messen. Es sei

Co(No) := OP(Ay 1)/ No,

der Aufwand zur Grobgitterlosung pro Grobgitter-Freiheitsgrad. Man beachte, dass Cy von
N anhdngt, da die Grobgitterlosung im Allgemeinen nicht mit linearer Laufzeit erfolgen
kann. Dennoch, da N fest ist, kann Cy(Ny) in diesem Zusammenhang als konstant angese-
hen werden. Weiter sei Cg := OP(81)/N der Aufwand pro Gldttungs-Iteration pro Knoten
auf dem Gitterlevel Q| sowie Ct := OP(R{)/N der Aufwand zur Restriktion und auch Pro-
longation pro Freiheitsgrad und C; := OP(r{)/Ny der numerische Aufwand zur Berechnung
des Residuums. Dann gilt:

Lemma 4.33 (Komplexitdt des Mehrgitterverfahrens). Es sei k := max(N1_1/Ny) <1,R=1
oder R = 2 die Anzahl der Grobgitteriterationen und vy, v die Anzahl der Vor- bzw. Nachglittungs-
schritte. Dann gilt im Fall q := kR < 1 fiir den numerischen Aufwand der Mehrgitteriteration

1
OP(MS(L)) = 7= (v +v2)Cs + Cr +2C7) Ne+ Co(No)g"Ni

Der Gesamtaufwand zur Reduktion des L2-Fehlers beziiglich der L2-Norm auf die Diskretisierungs-
genauigkeit O(h?) betrigt daher O(Ny In(Np)).
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4.3 Mehrgitterverfahren

Proof: Wir betrachten zunachst eine Gitterebene 1 mit N Freiheitsgraden und zdhlen die
auf dieser Ebene notwendigen arithmetischen Operation mit Ausnahme der Grobgitterkor-
rektur. Mit der Vorbereitung gilt hier:

OP(G1) =CNy, C:=(vi +v2)Cs+ Cr+2Ct (4.30)
D.h., auf der feinsten Gitterebene gilt rekursiv:

OP(MS1) = CNy +R-OP(MSG_)
= CN{ +RCN_; +R?- OP(MSG( _»)
= CNp +RCN{_; +R2CN{_g 4 -+ + RFICNy + RECo(Ng)No,

wobei Cy(Ng)Ng der Aufwand zum Losen des Grobgitterproblems ist. Mit Ny_; < kN und
q = kR < 1 folgt:

L-1

OP(MS1) < C D (kR)'NL + Co(No)(kR)"Nr
1=0
~ —qL
C — Np + Co(No)g"N¢

( + Co No)qL> Ni.

Mit (4.30)) folgt die Komplexitatsabschdatzung. Zur Abschédtzung der Gesamtkomplexitat
machen wir den Ansatz:

~2 In(Np)
t 2 d
olig =hI ~NTd 5 g
Ma t L In(pma)
O

Die Mehrgitter-Iteration erreicht also fast die optimale Komplexitidt O(Ny ) zum Losen des
Gleichungssystems mit hinreichender Genauigkeit. Der Logarithmische Term ist hierbei in
der Anwendung nicht wesentlich. Fiir den Beweis der optimalen Komplexitdtsabschdtzung
ist die Bedingung kR < 1 wesentlich. D.h., im Fall des W-Zyklus mit R = 2 bedeutet dies
K:=max Ni_1/N < % Bei der Verwendung von lokal verfeinerten Gittern ist diese Bedin-
gung oft nicht erfiillt. Um dennoch optimale Mehrgitter-Komplexitidt zu erhalten muss der
Algorithmus modifiziert werden.
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4 Solution of the linear systems
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5 Die Finite Elemente Methode fur
parabolische Probleme

Wir betrachten im Folgenden die Warmeleitungsgleichung auf dem Zeit-Ortsgebiet I x O
mit einem Intervall I = (0, T) und Q C RY. Wir suchen die Losung der Warmeleitungsglei-
chung mit homogenen Dirichlet-Randwerten

drul(x,t) —Au(x,t) = f(x,t)inIx Q, u=u'firt=0, u=0auflxdQ, (5.1)

mit einer rechten Seite f € L2(I; L?(Q)). Der Fall von nicht-homogenen Randdaten u = g auf
I x 9Q) kann wie bei elliptischen Differentialgleichungen in ein Problem mit modifizierter
rechter Seite aber homogenen Randdaten tibertragen werden. Zu (5.1)) korrespondiert die
variationelle Formulierung;:

(deu(t), §) + (Vu(t), Vo) = (f(t),d), (u(0),) = (u’, ) Vo € Hy(Q) (5.2)
mit der Losung u € Win

ueW, W:={el?(L;H}(Q)), o.v e }(I;1%(Q))}, (5.3)

Zur Diskretisierung von parabolischen Gleichungen existieren einige verschiedene Ansétze:

Orts-Zeit-Diskretisierung Die Diskretisierung erfolgt gleichzeitig in Ort und Zeit. Bei
einer Finite Differenzendiskretisierung wird hierbei das Gebiet I x Q in ein Orts-Zeit-
Gitter I, x Qp zerlegt und wir suchen in den diskreten Punkten (t;,x;); ; eine Diffe-
renzenapproximation zu (5.1)).

Alternativ kann die Losung auch mit einem globalen Galerkin-Ansatz approximiert
werden. Hierzu wird ein diskreter Teilraum Wy, C W gewéhlt und die Losung uxn €
Win gesucht, so dass sie die schwache Formulierung erfiillt. Diesen Ansatz werden
wir spdter ndher untersuchen. Er hat seine Starken in der einfachen mathematischen
Untersuchung.

Linienmethode Bei der Linienmethode wird die Warmeleitungsgleichung zunéchst im
Ort diskretisiert. Dies geschieht zum Beispiel mit der Finite Elemente Methode. D.h.,
die variationelle Formulierung wird im Ort mit einem Finite Elemente Ansatz
Vi C H}(Q) diskretisiert und wir erhalten eine Ortsdiskrete Funktion

uh:I—>Vh.
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5 Die Finite Elemente Methode fiir parabolische Probleme

Wir suchen also die ortliche diskrete, aber in der Zeit kontinuierliche Losung un (t)
von

(Otun(t), dnla, + (Vun(t), Vén)a, = (f(t),dn) Vén € Vi.

Mit der tiblichen Schreibe fiir die Massen- sowie Steifigkeitsmatrix und der Koeffizi-
entendarstellung der Losung

Ny
un(x,t) = Y wi(t)pn(x),
i1

wird die Warmeleitungsgleichung tiberfiihrt in ein System von linearen Anfangswert-
aufgaben:
Mpuj, (t) + Apup(t) = br(t), un(0) =uf, (54)

mit rechter Seite by, und Startwert u% als

br(t) = (bi(t)N",  bi(t) = (f(t), 6\ ) q,

und

0 0\N 0 0 i
W =@M, w? = oV,

Das System (5.4) kann nun mit einem tiblichen Differenzenverfahren zur Approxi-
mation von Anfangswertaufgaben in der Zeit approximiert werden. Hierbei sollten

A-stabile Verfahren genutzt werden, da durch die Kondition der Steifigkeitsmatrix
conds(An) = O(h—2) die ODE sehr steif ist.

Dieser Verfahrensansatz ist einfach zu analysieren, da die Theorie der gewthnlichen
Differentialgleichungen unmittelbar angewendet werden kann. Die Linienmethode ist
jedoch wenig flexibel. Insbesondere baut die Linienmethode auf einer 6rtlichen Dis-
kretisierung der Gleichung auf, welche fiir alle Zeitschritte fest ist. Es konnen also
nicht unterschiedliche Gitter zu unterschiedlichen Zeitpunkten gewdhlt werden. Bei
instationdren Prozessen ist dies allerdings oft wesentlich.

Rothe-Methode Die Rothe-Methode geht umgekehrt vor. Zunichst diskretisieren wir
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die Warmeleitungsgleichung in der Zeit durch Einfiihren eines Zeitgitters
to <t < <tm,

mit der zeitdiskreten Funktion u, = (uﬂl)mzo, ut € H{(Q). Mit dem impliziten
Euler-Verfahren erhalten wir

u =u’, U —kmAu =yt k™, m=1,..., M.

Hier ist f™ eine Approximation zu f(t, ), welche meistens zur besseren Genauigkeit
im zeitlichen Mittel ausgewertet wird, etwa

tm
fm = kmlj f(t) dt.
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5.1 Die Rothe-Methode fiir parabolische Differentialgleichungen

Wir erhalten also eine Abfolge von quasi-stationiiren partiellen Differentialgleichungen,
welche nun im Ort diskretisiert werden. Hier betrachten wir im Ort die Finite Elemen-
te Methode, indem zu jedem Zeitschritt t,, eine Triangulierung Q" von Q) und ein
entsprechender Finite Elemente Raum V| C H}(Q) erstellt wird. Dann ist in jedem
Zeitschritt das folgende Galerkin-Problem zu lsen:

u{(nh € VPTLH : (u1knh7 d)h)—'_k'm(vuTkT}'u vd)h) = (uglh717 d)h)—i_km(?m? d)h)? vd)h € V}Tln7
(5.5)
sowie fiir den Startwert

wWheVh: (W, dn) =’ dn) Yon € Vi

Eine detaillierte mathematische Analyse der verschiedenen Diskretisierungsmethoden fiir
die Warmeleitungsgleichung ist sehr komplex. Jeder der drei Ansitze hat verschiedene Vor-
teile bei der Untersuchung. Wir werden deshalb die grundséatzlichen Fragen nach Existenz,
Konvergenz und Stabilitit mit zum Teil verschiedenen Ansdtzen untersuchen. Es lésst sich
aber Zeigen, dass die drei Ansédtze eng miteinander verwandt sind. Oft handelt es sich - bis
auf einen numerischen Integrationsfehler - um dquivalente Formulierungen.

5.1 Die Rothe-Methode fur parabolische
Differentialgleichungen

Wir betrachten die Rothe-Methode zum Losen der Warmeleitungsgleichung. Suche u mit

0

oru—Au=f, u‘t:o =u 0. (5.6)

o o =
Zur Diskretisierung zerlegen wir zunéchst das Zeitintervall I = [0, T] in diskrete Zeitpunkt
O=ty<ti1 < ---<tm=T, km:i=tm—tm_1,

Auf diesen Zeitpunkten definieren wir durchuy, = (u*)M_ eine zeitdiskrete Funktion.Gleichung (5.6)

m=0
wird nun durch ein beliebiges Einschritt-Verfahren diskretisiert. Prototypisch betrachten
wir:
Explizites Euler-Verfahren
W =1, P =um kAU 4 kg ™
Implizites Euler-Verfahren

w =1’ u kAU = Ul kM

Crank-Nicolson-Verfahren

1 1 _
w =u’ - kmgAuEl =u’+ kaAu{?fl +km ™.
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5 Die Finite Elemente Methode fiir parabolische Probleme

Diese drei Verfahren lassen sich mit einem Parameter 6 € [0, 1] einheitlich mit der Vorschrift
W =1, = km0AUT =1’ + ki (1 — O)AWM T + K £ (5.7)

formulieren. Diese Einschrittmethode wird das allgemeine Theta-Verfahren genannt. Fiir 0 =
0ist das Verfahren explizit, d.h. im Kontext von parabolischen Gleichungen, dass der ellipti-
sche Operator L = —A nur an Stelle des alten Zeitschrittes u[™ ' ausgewertet werden muss.

Die rechte Seite f™ wird jeweils in einem geeigneten Mittel ausgewertet.

Zur Ortsdiskretisierung leiten wir gemafd (5.2]) eine schwache Formulierung des Theta-
Verfahrens her. Fiir m =0, ..., M, suche u* € H}(Q) so dass

(U, d) = (1, d) Vo € HH(Q)
(U, ) + kmO(VUT, Vo) = (W d) — k(1 —0) (VU L, V) + k(M) Vb € HH(Q).
(5.8)

Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen handelt es sich um ein Zeitschritt-Verfahren.
Die Losung u™* hingt einzig von den Problemdaten und vom vorherigen Zeitschritt ;™ !
ab. In jedem Schritt ist also eine quasi-stationdre partielle Differentialgleichung mit dem Dif-
ferentialoperator

Ly, == —kOA +id,
zu 16sen, welcher fiir alle k6 > 0 elliptisch ist.

Wir diskretisieren, indem wir das Gebiet Q) zu jedem Zeitpunkt t,,, triangulieren Q. Auf
jeder dieser - variierenden - Triangulierungen erstellen wir einen Finite Elemente Raum
VI C H}(Q). Auch wenn es theoretische moglich wire, in jedem Zeitschritt einen ande-
ren Finite Elemente Ansatz zu wihlen, nehmen wir an, dass alle Riume alle vom gleichen
parametrischen Typ sind, also dass z.B. V|[* ein stiickweise linearer Finite Elemente Raum
fiir alle m ist.

Das diskrete Theta Verfahren sucht nun die Losung uin = (ufy)M_ von:
(ukn o) = (1. do) Vo € V7

(ulThv dm) + kme(vuﬁu Vom) (uth_ly Pm) —km(l— e)(VuElh_l, Vom) Yom € V}Tln-
(5.9)

In jedem Zeitschritt stellen wir die Losung u}}, in der iiblichen Basisdarstellung dar:
ul () =Y ulom (x), ul = (M.
Jetzt konnen wir mit der L2-Projektion PI : L2(Q) — V™ Gleichung (5.9)) schreiben als:

ufy = PR’ (M + Ok AT uf = (M 5™ = (1= 0k AR ™ ) w e M PR ™
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5.1 Die Rothe-Methode fiir parabolische Differentialgleichungen

Dabei sind AJ* € RNm*Nm ynd MI* € RNm*Nm Steifigkeits- und Massenmatrix im Raum
Vit
AT = (AN, AT = (Vo) Vo), =(Nmy, MI = (o8, o).

Die Matrizen Mj™ '™ € RNm*Nm-1 sowie AT ™ ¢ RNm*Nm-1 gind entsprechende
Massen- und Steifigkeits-Transfermatrizen. Hier kommen die Testfunktionen aus dem neu-
en Raum V/™ und die Ansatzfunktionen aus dem vorherigen Raum V™ !:

— N, Nm— 5 ‘ .
AR = (AN AR = (VL V)

i,j=1
—1m _ L,m N, N —1m _ () (i)
L B i I T | A (A ]

Das Verfahren vereinfacht sich, wenn V|7* = V4, fiir alle Zeitschritte gleich gewidhlt wird.
Dann gilt in jedem Schritt:

(Mh + kaAh)uﬁ = (Mh — (1 — e)k Ah) + k th})hfm

mit der Steifigkeits und Massenmatrix im Raum V}, sowie der LZ—Projektion Pr: L2(Q) —
Vh.

Der Vorteil der Rothe-Methode ist die grofie Flexibilitdt. In jedem Zeitschritt kann ein spe-
ziell angepasstes Ortsgitter verwendet werden.

Die Konvergenzanalyse ist sehr aufwéndig. Fiir das implizite Euler-Verfahren gilt

Lemma 5.1 (Implizites Euler-Verfahren). Fiir das implizite Euler-Verfahren mit Verbindung ei-
ner linearen Finite Elemente Diskretisierung im Ort gelten die Fehlerabschiitzungen:

1. Fiir allgemeine, variierende Ortsgitter

[N

M tm

m 1 312 2. m 2 2

(e [lefi | < eT2 | maxe (kb V20 HHC(ZIKmLm1 IV dt)
2. Fiir feste Ortsgitter mit VIT* = Vy:

1
1 M tm :

m < T2 h2 2. m k2 d th
(Jhax el < T3 max (W VAu™)+c mZ o Ivacufae]

jeweils mit dem Fehler ey , = u — Uy h.

Fiir den zweiten Fall mit festen Ortsgittern gilt falls k = k., uniform gewahlt wird

leffh ]l = O(h* + k),
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5 Die Finite Elemente Methode fiir parabolische Probleme

wir erhalten also die bekannte lineare Ordnung des impliziten Euler-Verfahrens in der Zeit
und die quadratische Ordnung h? fiir den L?-Fehler der linearen Finite Elemente Approxi-
mation im Ort.

_1
Auf wechselnden Gittern ist der Faktor k.2 h%, nicht optimal. Fordert man die Schrittwei-
tenbedingung

4
k =~ hs,
so erhilt man einen balancierten Fehler
e || = O(k+h%k 2) = O(hé +h*h~3) = O(h3).

Im Fall V}T_l C Vi tiir alle m, wenn also die Gitter von Zeitschritt zu Zeitschritt nur feiner
werden, aber nie gréber, so kann wieder das optimale Resultat gezeigt werden. Fiir einen
allgemeinen Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [Rannacher].

Wir werden einen spéter alternativen Beweis nachtragen. Dazu machen wir einen Umweg
und zeigen die Verwandtschaft des impliziten Euler-Verfahrens zu einer Galerkin-Diskretisierung
in Ort und Zeit.

5.1.1 Praktische Aspekte der Rothe-Methode

In jedem Zeitschritt der Rothe-Methode muss ein lineares Gleichungssystem gelost werden:
e RN (M Ok AR = (M (1= 0k AR ™) uh ! o by

Hierzu sind die folgenden Schritte notwendig

1. Aufbauen der rechten Seite

bt = (bIM)I, b = (™, k).
2. Einfluss des alten Zeitschritts
(M MR = b)),

i=1

3. Fallso < 1 .
(AR = (Vap ! Vo),

4. Aufbau der Matrix
Mt + Okm AR

5. Losen des linearen Gleichungssystems
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5.1 Die Rothe-Methode fiir parabolische Differentialgleichungen

Im Folgenden beschreiben wir die notwendigen Schritte. Der Aufbau der rechten Seite unter-
scheidet sich nicht vom Vorgehen bei elliptischen partiellen Differentialgleichungen. Auch
die Systemmatrix wird aus Steifigkeitsmatrix Ay, und Massenmatrix My zusammengesetzt.
Dies entspricht der Tatsache, dass jeder Zeitschritt gerade die Diskretisierung eines ellipti-
schen Differentialoperators L = —k,,0A + id ist. Dies bedeutet auch, dass zum Losen des
Systems in Schritt 5. die bekannten Verfahren wie CG oder auch das Mehrgitterverfahren
genutzt werden konnen.

Der Gittertransfer Falls V" # V™! gehen zur Berechnung von Schritten 2. und 3.
beide Finite Elemente Rdume ein. Die Funktion u]‘?h_l stammt aus V}T_l und hat die Dar-

stellung
N m—1

ug, = Z “{nil‘bglg d’&?—l e vy
i=1

und z.B. in Schritt 2. miissen die Produkte

Nmfl
> um i on o), =1, N
i=1

berechnet werden. Dies fiihrt zu praktischen Problemen, da die Knotenbasisfunktionen auf
den jeweiligen Gittern definiert sind. Im einfachen Fall, dass V{:‘_l C V{', dass das Gitter
QM also eine Verfeinerung von Q! ist, kann jede Basisfunktion d)E;J_l € V" ! durch Ba-
sisfunktionen aus V|* dargestellt werden. Siehe hierzu die entsprechende Diskussion beim
Gittertransfer des Mehrgitter-Verfahrens. In diesem Fall kann die alte Lésung uj* ! zunachst
auf dem alten Gitter integriert werden

X{nil = (ulnil,(b](;),l) izla"'aNmfla
anschlieffend wird dieser Vektor auf das feine Gitter prolongiert
=R X

Ein dhnliches Vorgehen ldsst sich herleiten, wenn V{* C V]T*I, wenn die Gitter also stets
grober werden. Falls die Gitter jedoch von Schritt zu Schritt verfeinert und vergrobert wer-
den, oder falls in jedem Schritt tiberhaupt ein géanzlich neues Gitter verwendet wird, muss
im Allgemeinen eine L2-Projektion von ui™ ! in V]™ berechnet werden.

Die Matrix Die Steifigkeitsmatrix AJ* ist gerade die Matrix des Poisson-Problems. In
Abschnitt[3.5.2lhaben wir bereits die Eigenwerte dieser Matrix sowie der Massenmatrix un-
tersucht. Zusammen ergibt sich fiir die Diskretisierung der Warmeleitungsgleichung (im
Fall zweidimensionaler Gebiete):

Amax(Mp + 0kAp) = O (h? +0k), Amin(Mp + 0kAy) = O (h? + 6kh?),
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5 Die Finite Elemente Methode fiir parabolische Probleme

und also fiir die Kondition

h? 4+ 0k, _,
M kAy) = h .
conds(My, + 0kAL) =0 < 5ok )

Im Fall von grofien Zeitschritten k = O(1) bezogen auf die Ortsgitterweite h gilt also die
bekannte Kondition conds = O(h™2). Wird die Zeitschrittweite allerdings an die Ortsgit-
terweite gekoppelt, so verbessert sich die Gesamtkondition. Die Fehlerabschitzung fiir das
implizite Euler-Verfahren in Satz [5.1| legt die Wahl k ~ h? nahe. Fiir das Crank-Nicolson
Verfahren erhalten wir optimal |[ef} || = O(k? + h?) und mit k ~ h einen &quilibrierten
Orts-Zeitfehler. Zusammengefasst gilt:

h? + 0k, _ _
CondQ(Mh+9kAh):O(1+ekh 2) =0(h?) (k = 0O(1))

h? +6h
1+ 6h
h? + 0h?
1+ 0h?

condy(My, + 0kA}) = O ( h_2> =0 (k =0(h))

conds(My, + 0kA) =0 ( h—2> =0(1) (k= 0(h?))

Je kleiner die Zeitschrittweite (in Bezug auf die Ortsgitterweite h) umso einfacher ist also
das Losen der algebraischen Gleichungen. Diesen Umstand kann man mit einem Vergleich
zu Finite Differenzen-Approximationen der Warmeleitungsgleichung erkldren. Hier ist in
jedem Schritt die Matrix

[+ 6kAn

zu invertieren. An die Stelle der Massenmatrix tritt die Einheitsmatrix, welche trivial zu
invertieren ist. Fiir k — 0 ist die Gesamtmatrix nur eine kleine Stérung der Einheitsmatrix.

Bei der Finite Elemente Methode ist selbst bei rein expliziten Verfahren wie dem expliziten
Euler-Verfahren ist in jedem Schritt ein Gleichungssystem zu 16sen

Mpuj' = (Mp, — kAp)u™ (5.10)

Als Matrix ist die Massenmatrix mit Kondition conds (M) = O(1). Aus Stabilitdtsgriinden
(welche wir weiter unten diskutieren) miissen explizite Verfahren einer Schrittweitenbe-
dingung k < ch? geniigen. Unter dieser Schrittweitenbedingung haben jedoch auch die
impliziten Verfahren eine Matrix mit Kondition der Groflenordnung O(1), d.h., der Vorteil
einer expliziten Methode fallt hier geringer aus.

Werden lineare Finite Elemente zur Diskretisierung im Ort verwendet und sind alle Innen-
winkel der Dreiecke stumpf also o; < 71/2, so ist die Steifigkeitsmatrix Ay, eine M-Matrix, es
gilt:

Aii >0, Ay <0(i#j), (A Dy =0

Aus dieser Eigenschaft folgt das diskrete Maximumsprinzip, insbesondere die inverse Monoto-
nie:
Apx <0 x<0 (elementweise).
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5.1 Die Rothe-Methode fiir parabolische Differentialgleichungen

Das diskrete Maximumprinzip garantiert, dass die diskrete Losung wichtige Eigenschaf-
ten der kontinuierlichen Losung u widerspiegelt. Dartiiber hinaus garantiert die Eigenschaft
M-Matrix zu sein die Konvergenz grundlegender iterativer Losungsmethoden. Auf einem
uniformen Dreiecksgitter hat die Massenmatrix die Stencil-Notation:

1 1 0
h2
Mp=15 |1 6 1],
0 1 1

und ist mit positiven Nebendiagonaleintragen keine M-Matrix. Fiir die zusammengesetzte

Matrix My, + kOAy, gilt diese Eigenschaft auch nicht zwingend fiir jede Kombination aus
Schrittweite k und Ortsgitterweite h.

Um diese Eigenschaft immer garantieren zu konnen greift man oft zu einem Trick beim
Aufstellen der Massenmatrix. Die Eintrdge werden nicht exakt, sondern mit der Trapez-
Regel integriert:

3
v = 003 i)
i=1

mit den drei Eckpunkten des Dreiecks T. So ist die Massenmatrix stets diagonal und z.B. auf
dem gleichmaéfiigen Dreiecksgitter gilt:

0 0
M —h2 0 1
0 0

o o O

Dieser Prozess wird Massen-Lumping genannt. Auf diese Weise kann auch der Aufwand
zum Losen des Systems bei expliziten Verfahren wesentlich reduziert werden. Die
Trapezregel hat bei der Integration einen Fehler der Ordnung O(h?). Dieser Integrations-
fehler schldgt sich in gleicher Grofsenordnung auf den Gesamtfehler durch.

5.1.2 Stabilitatsanalyse

Zur Untersuchung der numerischen Stabilitdt von Zeitdiskretisierungen nehmen wir verein-
facht an, dass die Ortsgitter in jedem Zeitschritt gleich gewahlt werden, also QO = Q" und
auch Vy, = V" fiir m = 0,..., M. In diesem Fall sind Rothe- und Linienmethode dquiva-
lent, die voll diskrete Losung vy 1, kann als Diskretisierung eines Systems von gewohnlichen
Differentialgleichungen in der Zeit verstanden werden,

Up : 1— Vh: un(0) = LL?L, Mhuﬁ(t) + Anun(t) = ?h(t) tel,

wobei u? die L2-Projektion von u’ € L?(Q) in den Ansatzraum V}, ist. Nach Multiplikation
mit der inversen Massenmatrix gilt

un(0) =ul, uh(t) + M, "Apvi(t) = M Hu(t) tel (5.11)
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Zur Untersuchung der numerischen Stabilitit einer Anfangswertaufgabe haben wir das ska-
lare Modellproblem
u(0)=1, u'({t)+Ault)=0 t=0, (5.12)

mit der Losung u(t) = exp(—At) betrachtet. Fiir A € C mit Re(A) > 0 ist u(t) fiir alle t
beschriankt. Wir definieren

Definition 5.2 (Absolut stabil). Ein Differenzenverfahren heifit absolut stabil fiir ein Ak #
0, wenn sie angewendet auf das Modellproblem (5.12)) fiir alle Re(A) > 0 beschrinkte Losungen
SUpm>o [[u™ || erzeugt.

Das Verfahren heifst also stabil, wenn es die Beschranktheit der Losung auch numerisch
wiedergibt.

Bei einem System von gew6hnlichen Differentialgleichungen wie muss zu einer gewahl-
ten Schrittweite k der Faktor —A;k fiir alle Eigenwerte A; von M ' A, im Stabilititsgebiet gel-
ten. Diese Herleitung beruht auf der Annahme, dass das System diagonalisierbar ist und in
Komponenten w/(t) +Ajw;(t) = fi(t) zerfdllt. Jede dieser Komponenten muss stabil gelost
werden.

Um die Stabilitdt beziehungsweise Instabilitidt eines Systems besser charakterisieren zu konnen
haben wir den Begriff der Steifheit eingefiihrt. Dieser ist durch den Quotienten

max |)\|
TEReMZ0 Eigenwerte von My "Ay,,
MINRe(A)>0 A

zwischen Betrag des grofiten sowie kleinsten Eigenwerts mit positivem Realteil gegeben. Fiir
die Matrix M; ' Ay, aus 1 zeigen wir:

Lemma 5.3. Die Matrix My, ' Ay, hat positive Eigenwerte und es gilt
)\mux(M}_LlAh) = O(h_2)7 )\min(M}_llAh) = O(l),

und also
condz(MglAh) =0(h™2).

(i) Sei A € R ein Eigenwert und wy, der zugehérige Eigenvektor von M; ' Ay,. Dann gilt

(ARWh, Wp)

M}_llAhWh =Awh & (Mp—AMpw=0 = A= <MhWh Wh>

Hieraus folgt zunédchst (da Ay, und My, symmetrisch positiv definit) dass alle Eigenwerte
positiv sind.

(ii) Fur grofiten und kleinsten Eigenwert gilt nun

A A
Amin (M Ap) = min ARERXR) oty AR Xn)

. 5.13
xeRN (Mpxn,Xn) xeRN (MpXn,Xn) (513)
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Denn Berechnen des stationdren Punktes liefert fiir alle y, € RN:
oo 4 ( (Ah(xn +8yn),Xn + syn) )
ds \ (Mn(xn +s+yn), (xn +s+yn)) /) |s—o
_ 2(Anxn, ¥n)(Mnxn, Xn) — 2(MnXn, Yn) (AnXn, Xn)
(Mpxp, xpn)?

also mit (5.13)) z.B. fiir Amin nach Multiplikation mit (Mpxp,xn) > 0

(Anxn — AminMnXn, yn) =0 Vyn € RN,

Hieraus folgt:
MﬁlAhXh = Aminxh.

(iii) Wir schédtzen nun ab:

_ . Ahxh Xh> . (V\)h V\)h) . (V\) VV)
Amin(M-1A :m1n<7’:m1n’7/ n = Anin(—A
min (M, "An) x€RN (MpXn,Xn)  veeVin  [[va|? veHi(Q) [[v[]? min(—4)
_ AnXp, Xn) (AnXn, Xn) [[xn || —

Amax(M7'AR) = ma <7’§ma ’ = Amax (AR ) Amax (M 1).

ax My " An) eRN (Mpxn, xn) eRN |xh]|2  xeRN (MpXn,Xnh) ax (A Amax (M)
Also erhalten wir

Amin(Mp;'AR) = O(1),  Amax(M;,'Ap) = O(h™2).
O

Das System von gewohnlichen Differentialgleichungen (5.11)) ist also mit h — 0 beliebig
steif. Wir benotigen zur Diskretisierung Zeitschrittverfahren, welche iiber eine moglichst
hohe Stabilitat verfiigen. Zur Untersuchung der Stabilitit eines Verfahrens fithren wir den
sogenannten Verstirkungsfaktor R(z) der Einschrittmethode fiir ein z = Ak € C ein, welcher,
angewendet auf das skalare Modellproblem die diskrete Losung liefert:

u™ = R(=AKk)u™ m > 1.

Remark 5.4 (Verstarkungsfaktor). Die Wahl des Vorzeichens —Ak geschieht hier nur aus Kon-
ventionsgriinden. Bei der Stabilitdtsuntersuchung der gewdhnlichen Differentialgleichungen wird
itblicherweise die Gleichung u'(t) = Au(t) mit Re(A) < 0 anstelle von u'(t) + Au(t) = 0 mit
Re(A) = 0 betrachtet. Durch die Definition u™ " = R(—Ak)u™ stimmen die Verstirkungsfaktoren
wieder iiberein.

Fiir die gebrduchlichen und bereits angesprochenen Verfahren gilt:

Explizites Euler: R(z) =1 +z
Implizites Euler: R(z) = (1 — z)71

14+ 4
Crank-Nicolson: R(z) = * fz

1— §Z

1 1—
Theta-Verfahren: R(z) = —1_1(_%6))‘7'
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Gilt nun fiir ein z = —Ak dass [R(z)| < 1, so ist die Einschrittmethode absolut stabil. Wir
definieren:

Definition 5.5 (Stabilitdtsgebiet). Wir nennen die Teilmenge der komplexen Zahlenebene
SG={z=—-AkeC, R(z)[<1}CC
das Stabilitatsgebiet einer Einschrittmethode.

Angewendet auf die Warmeleitungsgleichung muss das Stabilitdtsgebiet also einen méglichst
grofien Anteil der reellen Achse enthalten, da

_k}\min(MglAh) = O(—k), _k)\max(MﬁlAh) = O(_kh_2)~
Fiir das explizite Euler-Verfahren gilt:
SGee NR = [-2,0],

und damit muss:
—2<-kh? & k<2h

Das explizite Euler-Verfahren ist somit wenig geeignet. Durch Rundungsfehlereinfluss konnen
die Eintrdge der Systemmatrix fehlerbehaftet sein. Auch kleine Fehler in der Matrix kénnen
durch ein Abweichen von der Symmetrie dazu fithren, dass Eigenwerte komplexwertig sind.
Um auch in diesem Fall Stabilitdt zu erhalten reicht es nicht, dass nur die negative reelle
Achse im Stabilitdtsgebiet enthalten ist, wir bendtigen auch einen imagindren Anteil. Wir
definieren weiter

Definition 5.6 (Stabilitatsbegriffe). Im Fall {z € C, Re(z) < 0} C SG heifit die Methode A-
stabil.

Die Methode heift streng A-Stabil falls dariiber hinaus mit einem c > 0 gilt:

[R(z)] < 1—ck Re(z)— —cc.

Gilt unabhingig von der Schrittweite
R(z)] < k<1 Re(z) = —oo,

so heifSt die Methode stark A-stabil.

Aus der A-Stabilitdt einer Methode folgt, dass die Iteration fiir beliebige Zeitschrittweiten k
stabil bleibt

sup |ufl'| < oo,
m>1

falls ein homogenes System mit rechter Seite f = 0 betrachtet wird. Die A-Stabilitédt reicht
also gerade um zu garantieren, dass der Einfluss des Startwerts im Laufe der Zeit beschrankt
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bleibt. Liegt strenge A-Stabilitdt vor, so bleibt die Lésung auch bei inhomogener rechter Seite
beschrankt:

sup [ufl'| < ¢ sup |f™

m2=1 m2=0
Im Fall von starker A-Stabilitit werden alle Fehleranteile exponentiell gedampft. Stark A-
stabile Verfahren sind besonders robust gegeniiber Storungen (z.B. Rundungsfehler). Das
implizite Euler-Verfahren ist stark A-stabil, es gilt:

1—2z ' = \/(1 —Re(z))2 + Im(z)?71 < % Re(z) < —1.

Dieser Dampfungsfaktor ist allerdings sehr gering und das implizite Euler-Verfahren neigt
zur Uberdimpfung. In der Anwendung ist es mit diesem Verfahren sehr schwer moglich
nattirliche Schwingungsvorgiange (die gewtiinscht sind) wieder zu geben. Wir definieren

Definition 5.7 (Dissipation). Ein Verfahren mit Verstirkungsfaktor R(z) heifit wenig dissipativ,
falls
R(+i) =~ 1.

Remark 5.8 (Dissipation). Wir betrachten das Modellproblem
u/(t) +iu(t) =0, u(0) =1,

mit der Losung
u(t) = exp(—it) = cos(t) + isin(t).

Fiir diese Losung gilt [u(t)| = 1 fiir alle t > 0. Die Lésung ist also eine Kosinus-, bzw. Sinus-
Schwingung. Das implizite Euler-Verfahren liefert jedoch:

u™ = R(—ik)u™ ! = (1+ik) ta™ L

Mit
/1
L+ik) =4/ ——
folgt die Abschitzung:
1 2
lu™| < e -0 (m— o).

Das implizite Euler-Verfahren kann also fiir dieses Problem nicht sinnvoll eingesetzt werden. Betrach-
ten wir die Diskretisierung mit dem Crank-Nicolson-Verfahren, so gilt

m

14 i
u™ = 2um71

= = ,
-

mit "

1+ 5
ik

2

Das Crank-Nicolson-Verfahren erhilt die Energie des Systems also optimal.
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Fiir das Theta-Verfahren beweisen wir nun

Lemma 5.9 (Stabilitdt des Theta-Verfahrens). Fiir das Theta-Verfahren mit 6 < [0, 1] gilt:
1. Das Theta-Verfahren ist genau dann A-stabil, falls © > 3.
2. Fiir jedes © > % + ck ist das Theta-Verfahren streng A-stabil.
3. Fiir jedes © > } unabhiingig von der Schrittweite k ist das Theta-Verfahren stark A-stabil.

4. Fiir die Dissipativitit des Theta-Verfahrens gilt:

RO ~1, falls0 ~ %

5. Fiir © € [0, 1) ist das Stabilititsgebiet durch eine Ellipse in der linken komplexen Halbebene
gegeben. Fiir das Stabilititsintervall gilt:

SGNR=[-2(1—-20)"%0 0<06<

[N

Proof: 1) Es gilt:

14+ (1—-0)z
1—0z

N

|R(Z):' 1 & [1+(1-0)z[<1—-06z

also genau dann, wenn gilt:
1+(1-0)%z2+2(1—0)Re(z) < 1+0%z2—2Re(2)0 < (1—20)z]*> < —2Re(z). (5.14)

Wir betrachten z € C mit Re(z) < 0 also —Re(z) > 0. Die Ungleichung ist dann genau fiir
alle 0 > 7 erfiillt (mit Im(z) beliebig).

2) Wir betrachten den Grenzwert

lim |R(—Ak)|= lim ‘ (5.15)

1+(1—0Ak| [(1—0)k| 1-0
Re(A)—ro0 Re(\)—ro0 N N

1 —0Ak 0k 0

Es gilt in erster Ordnung

und strenge A-Stabilitdt folgt, wenn 6 — % > ck.

3) Aus (5.15) folgt sofort

1—-0 1
lim |R(=Ak)|=——<k<1l & 0> .
Re(A)—o0 0 14+«
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)

4) Es gilt:

92—29+2 8 1 1
2112
|R(:|:l)| = 1 02 =1 5 (9 2> + 0 (‘9 5

5) Nach (.14]) gilt absolute Stabilitat fiir alle z = x + iy mit
(1-20)(x* +y*) +2x <0.

Diese Gleichung beschreibt fiir 1 —26 > 0 also 6 < 1 eine Ellipse. Auf der reellen Achse gilt
(beachte x < 0)

(1—20)x>4+2x<0 < (1—-20x>—2 & —

0

Remark 5.10 (Crank-Nicolson-Verfahren). Das Crank-Nicolson Verfahren scheint auf den ersten
Blick ein idealer Kandidat zur Diskretisierung der Wirmeleitungsgleichung zu sein. Es ist A-stabil,
von zweiter Ordnung genau und erhilt die Energie optimal. Aufgrund fehlender stirkerer Regu-
laritit werden Stérungen in den Anfangsdaten nur sehr langsam ausgedidmpft. Fiir die homogene
Wiirmeleitungsgleichung gilt laut Satz[2.41]

lu(] < e ulll,

fiir alle Startwerte u® € 12(Q) mit dem kleinsten Eigenwert A des Laplace-Operators. Hochfrequen-
te Anteile im Anfangswert werden vom Crank-Nicolson Verfahren nur unzureichend ausgedimpft.
Auch Rundungsfehler, welche in jedem Zeitschritt entstehen kénnen, stéren den Losungsverlauf.

Um bessere Stabilitit zu erreichen verwendet man oft:

Lemma 5.11 (Das implizit geshiftete Crank-Nicolson-Verfahren). Fiir 6 = 3 + ck mit einer
Konstante ¢ > 0 hat das Theta-Verfahren quadratische Konsistenzordnung und ist streng A-stabil.

Proof: Die strenge A-Stabilitdt wurde bereits in Satz [5.9| gezeigt. Wir schéitzen fiir eine An-
fangswertaufgabe u’(t) = f(t, u(t)) den Abschneidefehler ab:

ltm) “wltmot) (24 k) ltm ult)) + (5 =K ) fltmos,ultm-2)

= u’(tm,%) +0(k?) + fltm 1 uty, 1))+ O(K?) + ck(f(tm, wltm)) — f(tm—1, ultm—1)))
= O(k?) + O(k?)|VH.

Tk =

g

Dieses Verfahren verfiigt in der Regel tiber gentigend Stabilitdt um hochfrequente Anteile in
der Startlosung hinreichend schnell zu ddampfen. Dartiber hinaus ist es von zweiter Ordnung
(also balanciert mit einer Ortsdiskretisierung mit linearen Finiten Elementen) und jeder
Schritt des Verfahrens ist sehr einfach durchzufiihren, der Aufwand entspricht dem Crank-
Nicolson Verfahren.
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5.1.3 Verfahren hoherer Ordnung

Padé-Approximationen Die Verstirkungsfaktoren fiir die Einschrittmethoden sind
alles rationale Funktionen. Bei Betrachtung des Modellproblems ergibt sich der Zusammen-
hang:

U(tm) = exp(—Atm), uy" =R(=Ak)™, R(z) = exp(z).
Die Verstarkungsfaktoren sind somit rationale Approximationen der Exponentialfunktion.

Dieser Zusammenhang kann nun als Konstruktionsprinzip fiir Einschrittmethoden verwen-
det werden. Wir suchen zwei Polynome p € P" und q € P?, so dass

Re(z) <0: ﬁ—ez—>0, e“q(z) —p(z) = 0 (|lz| = 0).

q(z)

Die allgemeine Theorie der sogenannten Padé-Approximationen besagt, dass es zu jedem Po-
lynomgrad r > 0 und s > 0 eine eindeutig bestimmte beste Approximation gibt, so dass

le*q(z) —p(2)l = O(Iz["***1),  Re(z) <O.

Wir fassen diese Approximationen sortiert nach Polynomgrad von Zihler und Nenner im
Padé-Schemata zusammen:

1 :
1 14z 1+z+122 1+z+§122+%zr3
1 1
1 1+%z 1+§zl+%z 1+%z+i?2+i23
1—2z 1—5z 1—3z 1—3z
1 1+3z 1+1z4 422

1,412, 1,3
1+?z+1—102 +1%02
— 1,7 1,5 1.3
=52+ 752"~ 1352

Die bisherigen Verfahren sind (bis auf das allgemeine Theta-Verfahren) lassen sich in das
Padé-Schema einordnen. Sie sind also alle Ordnungsoptimal. Das Konstruktionsprinzip ldsst
sich umgekehrt auch einfach nutzen, um die Konsistenzordnung eines Verfahrens zu priifen.
Fiir das Theta-Verfahren etwa gilt:

1+ (1-0)z

R(z) = =1+z+t224+0(z%).
1—-0z

Wir vergleichen mit der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion

1
exp(z) =1+z+ 522 +0(|z).

Fiir 6 = 1 erhalten wir eine Approximation der Exponentialfunktion dritter Ordnung. Und
fiir 6 = § + ck folgt mit z = —Ak ebenso:

R(z) — exp(z) = ckO(k?) + O(k?) = O(k?).
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Jetzt betrachten wir die Anfangswertaufgabe

Ul (t) + Apun(t) = fr(t), un(0) =u) € RV,

RNXN

mit einer symmetrisch positiven Matrix Ay, € und die zugehorigen Komponenten

wi(t) + Mwi(t) = fi(t), wi(0)=wf, i=1,...,N,

19

mit den Eigenwerten A; > 0 von Ay. Jede dieser Gleichungen wird nun mit einem Padé-
Schema approximiert:
m _ P(=AK)
i

wht="—"""w

(T W & g(-Ak)ol =p(-Ak)w™h m>1.
1

Mit der Diagonalmatrix D = diag(Aq, ..., An) gilt kurz:
q(—kD)wi* = p(—kD)w* . (5.16)

Die symmetrisch positiv definite Matrix Ay, ist mit einer unitdren Matrix Qj, diagonalisier-
bar. Es gilt fiir jedes Polynom:

p(A)=p(Q'DQ)=Q"p(D)Q.

Eingesetzt in (5.16|) kann das Padé-Schema unmittelbar fiir das lineare System u, +Apuy =
0 formuliert werden:
q(—kAp)uf* = p(—kAp)ul .

Injedem Schritt der Padé-Approximation muss also ein Gleichungssystem mit Matrix q(—kA)
mit Ny Unbekannten gelost werden.

Es gilt (ohne Beweis):

Lemma 5.12 (Stabilitdt der Padé-Approximationen). Alle diagonalen Padé-Approximationen
(r = s) sind A-stabil. Alle subdiagonalen Padé-Approximationen (s = r + 1) sind stark A-stabil.

Zur Approximation von parabolischen Gleichungen kommen also nur diagonale oder sub-
diagonale Padé Verfahren in Frage. Verfahren oberhalb der Diagonale haben zu geringe Sta-
bilitdtseigenschaften, Verfahren mit Grad(q) > Grad(p) sind zwar stabil, erfordern jedoch
zur Losung in jedem Schritt das Losen eines komplexen Gleichungssystems. Fiir das sub-
diagonale s = 2 und r = 1 Verfahren gilt in jedem Schritt:

1

2 1
—kAn + = 3

I_
[h3 5

KA u* =u ' + SkApult m> L

Die Matrix auf der linken Seite des Gleichungssystems ist sehr viel dichter besetzt als die
Matrix Ay, selbst. Dartiber hinaus gilt fiir die Kondition einer Matrix:

conds(A?) = condy(An)?,

173



5 Die Finite Elemente Methode fiir parabolische Probleme

d.h.im Fall der Steifigkeitsmatrix erhalten wir mit condy (A%) = O(h™%) eine duflerst schlecht
konditionierte Matrix.

Die Padé-Verfahren wéren einfach durchzufiihren, wenn der rationale Anteil q(z) in Line-
arfaktoren zerfallen wiirde:

q(z) = (1 —01z)(1 —02z) - - - (1 — B52). (5.17)

Angenommen alle 0; € R wiéren reell, dann kénnte ein Schritt des Padé-Verfahrens durch s
einfache Schritte eines Theta-Verfahrens ersetzt werden:

1+ k01 Anlui™ = p(—kAp)u*

H + ngAh}uQ“ = u{“
(5.18)

[+kOsApJu™ =uy*,.

Es gilt allerdings der Satz:

Lemma 5.13. Der rationale Anteil eine diagonalen bzw. subdiagonalen Padé-Approximation hat
hdchstens eine reelle Nullstelle.

D.h., die Nullstellen von q(z) = 0 sind (bis auf eine) alle komplex. Prinzipiell konnte das
System (j5.18)) auch mit komplexer Arithmetik, also mit kO; € R gelost werden. Der nume-
rische Aufwand hingegen ist deutlich grofser.

Remark 5.14. Die Bedeutung der Padé-Approximationen liegt zundchst in einer einfachen ein-
heitlichen Theorie bzgl. Konsistenzordnung und Stabilitit. Das Problem bei der Durchfiihrung ist
die zu “teure” Invertierung der Matrix q(—kAv,). Es stellt sich allerdings heraus, dass die Padé-
Approximationen angewendet auf das lineare System u{ (t)+Anun (t) = f (t) speziellen impliziten
Runge-Kutta Verfahren entsprechen.

Eine weitere Analogie werden wir bei der Diskussion von Galerkin-Verfahren zur Zeitdiskretisierung

feststellen: die diagonalen Padé-Verfahren entsprechen (bis auf numerischen Quadraturfehlern) ei-
ner Galerkin-Diskretisierung in der Zeit mit stetigen Ansatzfunktionen. Die subdiagonalen Padé-
Verfahren lassen sich durch eine Galerkin-Diskretisierung mit unstetigen Ansatzfunktionen herlei-
ten.

Das Teilschritt-Theta-Verfahren Auch wenn die Padé-Verfahren prinzipiell viele
gewiinschte Eigenschaften wie hohe Ordnung und gute Stabilitédt vereinen, sind sie wenig
zur praktischen Verwendung geeignet, da in jedem Schritt Gleichungssysteme von grofser
Dimension gelost werden miissen. Wir verfolgen nun zum Abschluss den umgekehrten An-
satz und konstruieren ein Gesamtverfahren, dessen Verstarkungsfaktor aus Linearfaktoren
zusammengesetzt ist. Hierzu fithren wir drei Teilschritte mit dem Theta-Verfahren hinter-
einander aus:

174



5.1 Die Rothe-Methode fiir parabolische Differentialgleichungen

91 92 63
/oZk\\ ﬂ;k\\ m
tmfl tm71+oc tm.foc J[Tn.

e

Dabei wihlen wir fiir den ersten Teilschritt die Schrittweite o1k und fiir daneben 0 = 0;.
Schritt zwei wird entsprechend mit ook und 05, Schritt drei mit sk und 63 ausgefiihrt.
Dabei muss fiir die Parameter gelten:

0<617627937“17“2“3<17 (Xl+0(2+0(3:1.

Das Gesamtverfahren hat den Verstarkungsfaktor:

<1+ (1—91)0(12> <1 + (1 —92)0(22) <1+ (1—93)0(32)
R(z) =

1— 910(12 1— 920(22 1— 930(32

Bei symmetrische Verfahren wird tiblicherweise eine hohere Ordnung erreicht, da sich Ter-
me in der Restgliedentwicklung gegenseitig aufheben. Wir reduzieren daher die freien Pa-
rameter machen einen einfachen Ansatz mit nur 2 Parametern:

61:9326, 0612063:1, 62:1—9, 062:1—206.

Fiir den Parameter o« muss nun « € (0, %) gelten, ansonsten wére oy < 0. Theta ist weiterhin
beliebig in 6 € [0, 1] zu wéhlen. Nun gilt:

R(z) — 14+ (1—0)az 140(1—2x)z 14+ (1—0)az
(Z)_< 1— 0oz >(1—(1—9)(1—2o¢)z>< 1— 0oz >

Ri(z) Ra(z) Ri(z)

Wir wollen diese beiden Parameter nun so bestimmen, dass das Gesamtverfahren im Zeit-
punkt t, (also nach den drei Teilschritten) eine moglichst hohe Ordnung hat, stark A-stabil
ist und von geringer Dissipativitt.

Fiir den Grenzwert Re(z) — —oo gilt:

R(2) 0(1—0)%a*(1—2x) 1—6
e o 022(1—0)(1—2a) _ ©

Der Grenzwert ist kleiner 1 fiir alle © > 1. Dann liegt - unabhéngig von « - starke A-Stabilitét
vor. Zur Bestimmung der Fehlerordnung entwickeln wir R(z) um z = 0 und vergleichen mit
der Entwicklung der Exponentialfunktion exp(z)

R(z) —exp(z) = (oc2 — 20+ ;) (1—20)z%+ O(|z),

1
—1—/>~0293...
* \[2

und erhalten fiir
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Konvergenz zweiter Ordnung. Der Parameter 0 darf hierbei im Intervall 6 € (%, 1] frei
gewdhlt werden. In jedem der drei Teilschritte ist im Fall 6 # 1 ein implizites Verfahren
zu 1osen. Mit der speziellen Wahl:

1—2
Xx=0x=(1-0)(1-2a0) & 0= x

1—a’

wird erreicht, dass in jedem Teilschritt der rationale Anteil im Verstarkungsfaktor identisch
ist und somit die gleiche Matrix zu invertieren ist:

R(z) = 14+ (1—0)az 1+0(1—2x)z 14+ (1—0)az
Z)_< 1—xz >( 1—xz >< 1—xz )

Dieses Verfahren wird das Teilschritt-Theta-Verfahren genannt. Schliefslich bestimmen wir noch
die Dissipativitat. Es gilt:

IR(1)] ~ 0.9997 . ..

Das Teilschritt-Theta-Verfahren stellt ein nahezu optimales Verfahren dar: es ist von zwei-
ter Ordnung in der Zeit, somit gut balanciert mit linearen Finiten Elementen. Es ist stark
A-stabil, hat aber im Gegensatz zum impliziten Euler-Verfahren eine duflerst geringe Dissi-
pativitdt, so dass es in der Lage ist, die Energie des Systems sehr gut zu erhalten. Insbeson-
dere bei der Diskretisierung von Strémungsproblemen, wo sowohl Gldttungseigenschaften
als auch Erhaltungseigenschaften eine wesentliche Rolle spielen ist das Teilschritt-Theta-
Verfahren von grofier Bedeutung.

5.2 Zeitdiskretisierung mit Galerkin-Verfahren

Abschlieflend betrachten wir wie angekiindigt Galerkin-Verfahren zur Diskretisierung der

parabolischen Gleichung in Zeit und Ort. Wir suchen wieder u: I x O — R als Losung von
dru—Au="f inIxQ, u(0)=u’ (5.19)

Wir wissen aus Satz dass es fiir jede rechte Seite f € L?(I; L?(Q)) und fiir jeden Startwert
u’ € L?(Q) eine schwache Losung der Warmeleitungsgleichung (5.19) im Raum:

ue W), W) :={vel*(L;H}Q)), 0v e 2T H1(Q))).
Dartiber hinaus gilt dann wegen Satz fiir diese Losung auch die Regularitat
ue C(LL*(Q),
das heifst, die Losung ist (bis zum Rand von I) stetig in der Zeit.

Zur Orts-Zeit Diskretisierung mit Galerkin-Verfahren leiten wir zunéchst eine variationel-
le Formulierung her, welche sowohl in Ort als auch Zeit variationell ist. Dazu multiplizie-
ren (5.19) mit einer Testfunktion ¢ € L%(I;H!}(Q)) und integrieren {iber Ort und Zeit. Es
gilt:
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5.2 Zeitdiskretisierung mit Galerkin-Verfahren

Lemma 5.15 (Variationelle Formulierung 1). Die schwache Losung w € W(I) der Wiirmelei-
tungsgleichung (5.19)) ist charakterisiert durch das Variationsproblem:

J {(atu,q>)+(Vu,V<b)}dt:J (f, ) dt vq>eL2(I;H1(Q)) t>0
I I
(1(0), d) = (1, d) Vi € HY(Q) t=0.

(5.20)

Proof: Die Hinrichtung folgt unmittelbar durch Multiplikation mit einer Testfunktion ¢ €
L%(I; H}(Q)) und Integration iiber [ und Q. Die Riickrichtung folgt durch partielle Integra-
tion:
J (Qqu—Au—f,p)dt =0 Vo e L2(I;H(Q)).
I

Zu tg € I wahlen wir eine Dirac-Folge 8¢, € C*(I) mit der Eigenschaft:
J V()0 (t) dt —= v(tg) Vv e C(I).
1 e—0
Fiir die Testfunktion ¢+, ¢ (x,t) := 8¢, ¢ ()P (x) mit P € H}(Q) gilt weiter:
[ e—du— .1, ) dt — Guulto) — Bufta) ~ flta). ) =0 e CF(Q) to el

Abschlieflend wird entsprechend im Ort vorgegangen. 0

Zur Diskretisierung (zunédchst in der Zeit) suchen wir nun endlich dimensionale Teilrdume
Xk € W(I) und Vi C L%(I;H}(Q)). Dabei unterscheiden wir zwischen zwei alternativen
Verfahren:

dG(r)-Verfahren Das discontinuous Galerkin-Verfahren verwendet zur Diskretisierung in
der Zeit unstetige Ansatzraume W), mitlokalem Polynomgrad r. Aufgrund von Satz[2.37]
istu € C(I;L%2(Q)) und somit handelt es sich wegen Wy ¢ W(I) um einen nicht-
konformen Galerkin-Ansatz.

cG(r)-Verfahren Beim continuous Galerkin-Verfahren wird zur Diskretisierung ein stetiger,
stiickweise polynomialer Ansatzraum W), C W(I) gewdhlt. Hierbei handelt es sich um
eine konforme Methode.

In beiden Fallen darf der Vi Testraum als unstetig gewéhlt werden, da der Raum L?(I; H!(Q))
keine Stetigkeitsanforderungen in der Zeit stellt.

5.2.1 Das dG(r)-Verfahren zur Zeitdiskretisierung der
Warmeleitungsgleichung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Zeitdiskretisierung der Warmeleitungsgleichung
mit dem dG(r)-Verfahren. Dazu definieren wir zunichst halboffene Teilintervalle I,,, :=
(tm_1,tm] als

O=to<ti<--<tm=T, kmi=tm—tm-1, ILIim:=(tm_1,tml
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5 Die Finite Elemente Methode fiir parabolische Probleme

Auf dieser Zerlegung fithren wir einen nicht konformen (bezogen auf W(I)), stiickweise
definierten Raum ein:

Wi={v:IxQ >R, v\lm e W(In)

Dieser Raum ist nicht in W(I) enthalten, da Unstetigkeiten an den Gitterpunkten t,, zu-
gelassen sind. Jede Funktion v € W ist jedoch in jedem Intervall I, stetig bis zu beiden
Intervallenden definiert, da ja v!lm € W(Ly,) auch v, € C(Liy; L%(Q)) impliziert. Fiir eine
Funktion v € Wy definieren wir nun in einem Gitterpunkt:

= v(tm) T = limv(t, +8), Vi = lmv(ty, —s), M™i=v v,
sl0 sl0

v

Der Sprung [v]™ misst die Unstetigkeit der Funktion v € Wi.

Wir definieren ein zweites Variationsproblem:

Lemma 5.16 (Variationelle Formulierung 2). Das Variationsproblem (5.20)) ist dquivalent zum
Variationsproblem: suche w € W1, so dass

M
L {(8tu, b) + (Vau, Vd))}dt + 3 (™) = L(f, G)dt Vo e LI HYQ)),
m=1

(5.21)
mit der Notation

Proof: (i) Sei zundchst u € W(I) eine Losung von (5.20)). Es gilt W(I) C Wy. Weiter gilt fir
u € W(I) auch u € C(I;L%(Q)), also in jedem Gitterpunkt t,

w(tm)t =u(tm)” im L?-Sinne,

also

(W™ ) =0 v e L2(Q).
Hieraus folgt, dass u € W(I) C W1 auch Lésung von (5.21)) ist.

(i) Nun sei u € Wi. Wir miissen zeigen, dass u € W(I), dass die Funktion u also in den Git-
terpunkten stetig sein muss. Dann 16st u automatisch auch Gleichung (5.20)). Hierzu wéhlen
wir spezielle Testfunktionen 8, ¢ € Iy = (t;m—1, m] mit der Eigenschaft:

supp (ém,s) C I, 5m,s(tm) =1, 6m,e(t) 0’ 0 flurt# tm.
E—r
Mit G e (x, 1) := dm e (1) (x) und P € H}(Q) folgt dann

M

0= (F0)dt—| {@Oudme) + (Ve Vome) fat= Y (1™ (Brme)i)

m=1

= | (01t {0 dm )+ (T, Vom ) At 9) 3 (") =1, M
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5.2 Zeitdiskretisierung mit Galerkin-Verfahren

die Stetigkeit von u € W1 in den Zeitpunkten t,, also dass u € W(I). O

Die Grundlage des dG(r)-Verfahrens ist jetzt eine Galerkin-Diskretisierung von (5.21)). Hier-
zu wéhlen als konforme Teilrdume W](:) von W1 unstetige, stiickweise polynomielle Raume

vom Grad r:
W](J‘) = {V S WI, V‘Im S Pr(Ima H(l](Q))}a

wobei PT (I; H(I)(Q)) der Raum der Polynome vom Grad r mit Werten in H(l)(Q) ist.

Wir formulieren:

Lemma 5.17 (dG(r)-Verfahren). Die Losung des dG(r)-Verfahrens wy € W](:) der variationellen
Formulierung

M M
> L (@i, 0+ (Y, Vo) bt Y (ud ™ b ) = L”’ Pi)dt Vo € W,”
m=1v'm m=1

(5.22)
ist eindeutig bestimmt und es gilt die a priori Abschitzung

ol + [ 19wl < 0P+ | 2

Proof: (i) Eindeutigkeit: Angenommen es existieren zwei Losungen ui, ui € W](:) von 1' .

Dann gilt fiir wy := ul —u:

M
L [@we. i) + (Vwie Vi) bt 4 3 (™, ) =0 Vo € WL,
m=1

Wir wihlen nun auf dem ersten Intervall
cbk‘h =wyg, ¢y =0sonst
und erhalten mit wi_j =1 o —ui, =u’—u’ =0
L {{@ewic:wid) + (Vwie, Vi) dt 4 (wy i) = 0,

1

was dquivalent ist zu
J, (52wl + 19wt} et g = o0

bzw mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zu

||Wk,1ll2+llwto\|2+J Vw2 dt = 0.

I
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5 Die Finite Elemente Methode fiir parabolische Probleme

Hieraus folgt || Vwy|| = 0 auf I; und mit der Poincaré-Ungleichung auch ||wy|| = 0 auf I;.
Diese Argumentation kann nun auf Iy, I3, ..., I, fortgesetzt werden, da fiir den Startwert
in jedem Intervall giltw, ., = 0.

(ii) Existenz: Der H}(Q) kann in eine L2-orthogonale Summe aus Eigenrdumen des Laplace-
Operators aufgespalten werden:

Hy(Q)=Hi®Hy @ --- .

Dabei gilt dim(H,) < oo, d.h., alle Eigenrdume sind endlich dimensional. Dies folgt aus
dem Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren (angewendet auf den inversen Laplace-
Operator). Wir schreiben die Losung uy € Wp auf einem Intervall I, in der Form:

wbet) =Y kb w0,

™11

wobei w! € Hy und !, (t) ein Polynom im PT ist. Die Rdume H,,, sind L2-orthogonal und
invariant gegentiber dem Laplace-Operator. Das Problem (5.22)) zerfallt somit in endlich
dimensionale Probleme in den jeweiligen Teilrdumen. Auf dem ersten Intervall gilt:

m>0: (wn,d) L(atué(t) M) dt + (@i — u®, ¢)ub(0) = L(f, $)dt Vo € Hy
(5.23)
Jedes dieser Problem ist endlich-dimensional, da dim(P") < oo und da dim(H,,) < oo. Die
Eindeutigkeit einer Losung impliziert somit die Existenz.

(iii) A priori Abschitzung: Wir setzen in (5.22)) ¢y = ui und erhalten:

M
L {00 + Vw0 b+ 3 (™ uf ) = L(ﬂ wdt. (524)
m=1

Wir verarbeiten nun die Terme einzeln. Fiir die Zeitableitung erhalten wir mit dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung auf jedem Intervall I,,:

M M

1 1 1 _

5 | adPar=5 3 | auueitiPdr=3 Y {Il?~ ) 525)
m=1

m=1°"'m

Den Gradienten-Term || Vuy (t)|| in (5.24)) lassen wir unberiihrt, die Spriinge schreiben wir
zundchst als:

]m—l

+ (i — + TS 2 — +
(fux vuk,m—l) = (uk,m—l _uk,m—lvuk,m—l) = Huk,m—l” - (uk,m—l?uk;m—l)

Dann schitzen wir mit Young’scher Ungleichung nach unten ab und erhalten:

_ 1, 1 1 1,
(™ 1) = I 1P = e = S I 17 = Sl 1P = 5 Tt a1
(5.26)
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5.2 Zeitdiskretisierung mit Galerkin-Verfahren

Zuletzt gilt fiir die rechte Seite von ([5.24)) mit Cauchy-Schwarz, Poincaré und Young’scher
Ungleichung:

c? 1
| (rawaar< | ieadar< | eollivudde< | E{ime+GIvud} e 627

Wir fassen nun (5.24)) mit (5.25)), (5.26]) und (5.27]) zusammen und erhalten die Abschitzung:

M
D ol Il [P =i P+ | PPt < b | Pt

m=1

=0

Zusammenfassen der Summe und u;_, = u’ liefert dann die gewiinschte Abschitzung. [

Durchfuhrung des dG(r)-Verfahrens

Die Losungu € Wl(:) ist unstetig tiber die Intervallgrenzen hinaus. Wir definieren auf jedem
Intervall
ul = wif; € PT(Im; Hy(Q)),

und weil die Testfunktionen auch unstetig sind koppelt u™ zu W™ ! nur durch den Sprung-
term

+ —1-
([ug]™, (b{:,m—l) = (u;tm—l - ulT:mfl ) d):,m—l)

1 _ ) L 1,
Wenn die Losung u,* Lauf I,,_; bekannt ist, so ist insbesondere auch ukmm;1 bekannt und

uy* lasst sich berechnen als Losung des lokalen Variationsproblems

W€ P HHQD) s | (e o)+ (Vup, Vo) f it (i o)
= | Rt T O YR € P H(Q))

Bei dem dG(r)-Verfahren handelt es sich also um Zeitschritt-Verfahren. Im Gegensatz zu
den einfachen Zeitschritt-Verfahren wie dem Theta-Verfahren miissen in jedem Zeitschritt
1+ 1 Unbekannte bestimmt werden, da u* ein Polynom im Raum P"(I,; H3(Q)) ist.

Example 5.18 (Das dG(0)-Verfahren). Wir betrachten den einfachsten Fall des dG(0)-Verfahrens.
Es sei also:
Xy = {vewr, v eHiQ),

d.h., eine Funktion v € X](CO) ist zeitlich konstant auf jedem Intervall (siche Abbildung || und wir
schreiben:

vt = vk‘lm

Da die Intervall 1, == (tm—1, tm] links offen sind gilt

+ _,,m+1 — o .m m _ ., m+l1 m
Vim =Vk 5 Viem = Vi i)™ = v — v
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5 Die Finite Elemente Methode fiir parabolische Probleme

Ug
um m+1
k Ug
um+1
u’“_l k / ——
k m—1
uy -
U
1 1 1 1
T T T T
tmfl tm J[mfl tm

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung der Ansatzraume im dG(0)- (links) bzw. dG(1)-
Verfahren (rechts).

Weiter gilt 0¢v]* = 0. Damit vereinfacht sich die Variationsgleichung auf jedem Intervall 1., zu:
w € Hp(Q): ke (VU VO (Ul ) = JI (f, o) dt+(u ™, &) Vo € Hy(Q).

Wenn wir das Zeitintegral iiber die rechte Seite f mit Hilfe der Box-Regel auswerten, so erhalten wir
gerade das implizite Euler-Verfahren:

W O + ke (VU VO = (WL oY) + km (f(tm), OF) VORI € HY(Q).

Example 5.19 (Das dG(1)-Verfahren). Auf jedem Intervall 1, ist wy € ngl) stiickweise linear.
Wir schreiben:

we(x, )y, = & (g™ () + & (D (x),

mit zwei Funktionen uJ*, u™ € H}(Q) und Basisfunktionen des P welche gegeben sind durch:

tm —t t—tm_1
) = —"——, &)= — .
tm —tm-1 tm —tm—
Dann gilt:
m m
u';m—l =ug, Ugm—1~ ut, atuk’lm - " km

Das lokale Gleichungssystem zur Bestimmung der Losung wi™ bei bekannter Groflew, , ; =uf* !

ist dann mit der Testfunktion G = EFVGI + MO und mit GJv, ™ € HY(Q):
1 1 _
S g 06" + km(VUgh, Vo) + clom (VU Vo) = (ul" ™, f")
1 1
ST =W, O1) + Som (VU VOI) + Som (VU] VOT') = 0.

Hier haben wir der Einfachheit halber f = 0 angenommen. Wir haben also ein gekoppeltes Glei-
chungssystem mit zwei Unbekannten uy* und ui™. Wir fiihren fiir den schwachen Laplace-Operator
wieder eine Operatorschreibweise ein:

(Au,v) = (Vu,Vv) Yu,ve H(l)(Q),
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5.2 Zeitdiskretisierung mit Galerkin-Verfahren

und kénnen das Gleichungssystem kompakt schreiben:

< I+ 2kmA T+ },)kmfl> <u31> B <2u‘1“1)

I+ tkmA T+ 2kmA) \ur) L 0 )’

wobei wir die rechte Seite kurz zusammenfassen. Dieses (unendlich dimensionale) Gleichungssystem
losen wir mit der GaufS-Elimination formal nach ui™. Wir multiplizieren dazu die erste Zeile von links
mit (—J+ %kmﬂ) und die zweite von rechts mit J+ %kmﬂ und ziehen dann die erste von der zweiten
ab. So erhalten wir:

1 1
K AJU™ — (=T + “ ko A) (T + =

2 2
J+ skmA)T+ -
9+ SkmA)I + 3 3

3 3

Ausmultiplizieren liefert:

1
KmA)ul™ = 2(J — gkmﬂ)u{“_l

2 1 1
(9+ SkmA + gk?nAQ)u{“ =um - kAU

3
Zur Bestimmung von ui™ ist also eine Gleichung zu losen, welche als Polynom in A gegeben ist.
Dieses Polynom 1 + 3z + ¢z fiir z = —km. A ist gerade der rationale Anteil der subdiagonalen

{2, 1)-Padeé-Approximation. Im expliziten Anteil auf der rechten Seite tritt fiir z = —km A mit 1—1z
gerade der Zihler der Padé-Approximation auf.

Remark 5.20 (dG(r)-Verfahren). Das dG(0)-Verfahren zur Diskretisierung der Wiirmeleitungs-
gleichung entspricht bis auf numerischen Quadraturfehler gerade dem impliziten Euler-Verfahren.
Die allgemeinen dG(r)-Verfahren zur Diskretisierung der Wirmeleitungsgleichung entsprechen bis
auf Quadratur jeweils einem Runge-Kutta-Verfahren und kénnen auch durch eine subdiagonale Padé-
Approximationen {r + 1,7} ausgedriickt werden. Hieraus kionnen wir folgern, dass jedes dG(r)-
Verfahren (bei entsprechender Integration) in den Gitterpunkten die Ordnung 2r + 1 hat und stark
A-Stabil ist.

A priori Fehleranalyse

In diesem Abschnitt wollen die eine a priori Fehlerabschidtzung fiir das dG(r) Verfahren
herleiten. Dazu soll zunichst der reine Zeitfehler, also die Grofse ey := u — uy, der Fehler
zwischen Losung u € Wi von 1’ und w € W](;) der Losung von 1) abgeschatzt

werden. Aufgrund der Konstruktion W](:] C W1 kdonnen wir von einer konformen Methode
sprechen und es gilt:

Lemma 5.21 (Galerkin-Orthogonalitdt). Fiir den Fehler ey := u—uy der Losungen u € Wi der
Wiirmeleitungsgleichung 1) und uy € W](:) von D gilt die Galerkin-Orthogonalitét

Bi(er, d) =0 Vi € WL,

in der Orts-Zeit Bilinearform

M M
Biwd)i= Y | {@uudlo+ (Ve Voo fdt+ 3 (™ ok .
m=1v'm m=1
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5 Die Finite Elemente Methode fiir parabolische Probleme

Abbildung 5.2: Projektion 7t in den Raum der stiickweise konstanten Funktionen.

Proof: u € Wy ist Losung von:
Bulw.d) = | (f.p)dt v ew,
und uy € W](;) ist Losung von
Br(uk, ) = L(ﬂ r)dt Vo € W](:).

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Beziehung W,(;) C W1 sowie der Linearitdt von By (-, -).
O

Wir werden nun den folgenden Satz beweisen:

Lemma 5.22 (A priori Fehlerabschidtzung fiir das dG(r)-Verfahren). Fiir die Losung u € W
von (5.21)) gelte 37w € 12(I;12(Q)). Dann gilt fiir den Fehler der dG(r)-Lisung die a priori
Abschitzung

J teulde < ezt | i+t ae

Proof:

Wir werden Beweis nur fiir den Spezialfall r = 0 zeigen. Der allgemeine Teil ist technisch
aufwandiger.

(i) Wir definieren zunéichst einen Projektionsoperator
e s W) — W,
durch die folgende Vorschrift: auf jedem Intervall I,,, gelte:
meuf; € PU(InsHp(Q)),  (mcw)in = U (5.28)

In Abbildung (5.2)) ist diese Projektion dargestellt. Am rechten Intervallende stimmen Pro-
jektion und Funktion tiberein.
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5.2 Zeitdiskretisierung mit Galerkin-Verfahren

Wir spalten den Fehler nun auf in einen Projektionsfehler ny := u—mcu und einen diskreten
Fehleranteil &; := mou — uy:
ex =U— U =u— MU+ mTuU— uy.
~—— T
=Nk =&k

(if) Wir werden zeigen, dass der Gesamtfehler ey durch den Projektionsfehler 1y beschrankt
ist:

[ tecliar<e | meat (5.29)
Hierzu definieren wir ein duales Problem:
2z e WO By(dw,zi) :J (¢, er)dt Vi € W (5.30)
I

Wir teilen den Fehler ey nun auf und nutzen die Definition des dualen Problems fiir ¢ =
(0)
Ex € Wk :

L el dt = L (e exc) dt + L(ab ey) dt = L (o) dt+Bi(Ez).  (531)

Es gilt:
0 = Br(er, di) = Br(&k. &) + Brlni, b)Y € Wi,
Also, weiter bei

L lex|2dt = Lmk, e dt — B (e, 1) (5.32)

Nun gilt fiir die duale Bilinearform mit partieller Integration:

M M
Br(nk,zx) = Z J {(atnkvzk)ﬂ + (VmaVZk)Q}dtJr Z Mem1 ~ Mem-1:Zem_1)Q
m=1 m=1

Im

{ — (M, 0tz ) o + (N, Vzk)} dt
et

M
Z {(n;m’ le,m) _(nltmfh Z’I,mfl) + (nltmfl’ Ztmfl) _(T‘I];m,p Z’I,mfl)}
m=1

=0
_ J (Vie, Vzie) dt = —J (M, Azy) dit,
I I
(5.33)

da die Terme mitn,  undn,_,, _, nach der Definition der Projektion 1. verschwinden.
Weiter in (5.32]) ergibt sich mit Young’scher Ungleichung:

L lew]l? dt =

r

) dt+ L(nk,Azk) dt

J
r

< | {lmel el + il 1Azl dt

J
r

1 1
< | {0+ el + Fllewl® + L-l1Az? } d.
I £

J
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5 Die Finite Elemente Methode fiir parabolische Probleme

Wir nutzen die Stabilitdtsabschidtzung des dG(r)-Verfahren aus Satz angewendet auf
das duale Problem mit rechter Seite ey:

J Az |2 dt < cJ lex |2 dt.
1 1

Wir bekommen nun mit ¢ = c:

1
L lew|?dt < L {0+l + Sllewl?} dt & L lew]2dt < 2(1+c) L 2 it

(iii) Schliefdlich benotigen wir eine Abschitzung fiir den Projektionsfehler nyx = u — mu.
Diese folgt durch Transformation von jedem Teilintervall I, auf ein Referenzintervall I =
(0,1) Anwendung von Poincaré (da Mem = 0) und Riicktransformation:

[, P e = o [ 117 e < e | 10471t = iych | el dt = Kinch | octae at.

m

O

Ortsdiskretisierung mit Finiten Elementen
A posteriori Fehlerschatzung

5.2.2 Das cG(r)-Verfahren
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