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1 EXTRAPOLATION

1.1 BEISPIEL (TANGENSHYPERBOLIKUS MITTELS RECHTSSEITIGEM DIFFERENZEN-
QUOTIENTEN):

Wir betrachten die Funktion f : R — R, f(z) = tanh(z). Davon soll nun numerisch die Ableitung
an der Stelle x = 1 bestimmt werden, siche Abb. (1). Eine Méglichkeit der Berechnung lauft tiber
den rechtsseitigen Differenzenquotienten:

__ tanh(1 + h) — tanh(1)

f'@)

wobei h klein gewahlt wird.

f(x) = tanh(x)

Abbildung 1: Tangenshyperbolikus

1.2 IDEE (IDEE DER EXTRAPOLATION):
Wihle verschiedene Schnrittweiten h; und extrapoliere zwischen den Schrittweiten h; bis zur
Stelle h = 0.

1.3 BEISPIEL (TANGENSHYPERBOLIKUS MITTELS RECHTSSEITIGEM DIFFERENZEN-
QUOTIENTEN):
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Wihle die zu interpolierende Funktion

(o -+ h) = fa)

a(h) = Y

Interpoliere diese zu a(h = 0). Um den Nutzen, also die entsprechende Fehlerordnung dieses
Verfahrens zu bestimmen, wird die Funktion f(x¢) bei f(xzo + h) mittels Taylor approximiert

1
Fzo+h) = flwo) +h- f'(z0) + Sh* - " (w0) + O(h?).
Dies wird nun in a(h) eingesetzt

f(zo) + h- f/(wo) + 5h* - " (x0) + O(h?) — f(x0)
h

= (o) + - (o) + O(R?).

a(h) =

1.4 IDEE:

Nun ist das Problem, dass a(h) nicht an der Stelle h = 0 ausgewertet werden kann. Somit muss
a(h = 0) approximiert werden. Dafiir wird durch die betrachteten Stiitzstellen h; und deren
Argumente a(h;) ein Polynom p gelegt, siehe Abb. (2).

1.5 BEISPIEL:
p sei hier nun linear. Damit l4sst es sich schreiben als

_h —
p(t) = (h — i) a(h) + (f‘—f;> a(h/2).

Abbildung 2: Extrapolationsfunktionen a(h), p(f)
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Dies kann nun an der Stelle 0, also im Grenzwert, wenn die Schrittweite 0 ist, ausgewertet

werden:
o ~h h
p(0) = (h—’;) a(h) + (Z — h) a(3)

= —a(h) + Qa(g)

= ' (z0) — 21" (0) — O(R?) +2f(wo) + 5 £ (a0) + O(1?)

= f'(z0) + O(h?).

Damit ist nachgewiesen, dass die Ableitung mit einem Fehler zweiter Ordnung an der Stelle zg
approximiert werden kann.

1.6 BEISPIEL:
Das bedeutet in der Praxis, dass zuerst der Differenzenquotient mit der Schrittweite A und %
ausgerechnet wird und dann durch ein Polynom zur Stelle 0 interpoliert wird:

1. a(h) = 7f($°+hg_f(wo) und a(%) = fl@ot5)—F(x0)

h

2. a(0) % p(0) = 2a(4) — a(h)

Die Untersuchung wurde hier am Beispiel des rechtsseitigen Differenzenquotienten durchge-
fiihrt. Jedoch lasst dies sich verallgemeinern:

1.7 SATZ (EINFACHE EXTRAPOLATION):
Sei a: Ry — R (n— 1)-mal stetig differenzierbar und

a(h) = ag+»_ a;h? + an1(R)h",

Jj=1

wobei a; € R, ant1(h) = apy1 + O(1).
Sei (hi)ken, hi € Ry eine monoton fallende Folge mit 0 < "T’;—:l <p<l

Sei pﬁf) € P, das Interpolationpolynom zu

(hk’ a(hk))’ ooy (Pegms a(hk-‘rn))'

Dann gilt
a(0) = pi? (0) = O(hi*h), (k = o0)

Beweis. Es gilt also zu zeigen, dass das Polynom n-ten Grades einen Fehler der Ordnung O(h}!)
erzeugt.
Dafiir wird das Interpolationspolynom in der Lagrange-Darstellung aufgeschrieben:

- t— hg
alhygs) - L), L) (1) = e

PP (1) = W
1 1=0,122 bt

-

i — heta

?

Setze nun a(h) in pglk)(t =0) ein:

pPE=0)=3" a0+ ahl,; + anpr ()Ll | LY, (0)

Jj=1

M 1M

S
Il
o

a0+ ajhl;+ (ans + O REEL | LT, (0)
j=1
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Nach [RRan, S. 129] gilt

thﬂ kﬂ 0 ,r=1,...,n
n n
Dies eingesetzt in pSZ“) (t = 0) ergibt

PP (t=0) = ao + ans1(— H hitr + Z O(1) - it LYY, (0)

Nun wird noch der Lagrange Term abgeschétzt und beschrankt:
n n

1 1
|Lk+z( )= H |ﬁl|< H |m|:C(P’”)-

1=0,l%i iy 1=0,l1i

Wenn dies nun in die vorherige Gleichung eingefiigt wird, folgt

P (t = 0) <ap + anir(—1) AP + Z O(L)hte(p,n)
<agp + O(hZ+1)
Damit ist der Satz gezeigt. O

1.8 BEISPIEL:
Eine bessere Approximation der Ableitung ist der mittlere Differenzeinquotient. Nutze fiir die
Berechnung die Taylorapproximation:

f(xo+h) = f(xo —h)
2h

1 i f(k)(x / i f(k)(x ]
~% (Z =y O)<_h)k>

k=0 k=0
1 — f® 950 SR (z0) - f(%“)(xo) k
M <kz—<) Z @ Ty

k=0
_1 (5. i A )($0)h2k+1
o \* & )
o fR) () 2k

2kt 1)

a(h) =

k=0

Hierbei fillt auf, das nur noch gerade Polynome in Abhéngigkeit von h auftreten, wodurch a(h)
eine gerade Funktion ist. Dies motiviert, dass als Approximation von a(h) durch p(h) auch nur
gerade Polynome genutzt werden, wodurch sich direkt die Ordnung der Approximation verdop-
pelt:

h)=>_ aph®
k=0

Auch dies lasst sich verallgemeinernd in einem Satz zusammenfassen:
1.9 SAaTZ (RICHARDSON-EXTRAPOLATION):
Sei a(h) : Ry — R fiir ein ¢ > 0 eine q(n + 1)-mal stetige differenzierbare Funktion mit

a(h) = ag + Z a;hY + apy1 (R)RICHD
j=1



mit a; € R, apnt1(h) = any1 + O(1).
Weiter sei (hg)ren eine monoton fallende Folge hy, > 0 mit 0 < h,’;% <p<l.

FEs sei p%k) € P,, das Interpolationspolynom zu

(hZ7 a(hi))a RS (h‘i-&-w a(hgz+k))'

Dann gilt

a(0) — p{P(0) = ORI ), (k — o)

2 EXTRAPOLATION BEI GEWOHNLICHEN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Betrachte nun folgendes Anfangswertproblem:

u'(t) = ftu®) ,tel=][to,to+T)
u(to) = U
Um nun die allgemeine Extrapolation auf gewOhnliche Differentialgleichungen anzuwenden, ist

zuerst eine Aussage iiber die Fehler bei der Approximation zu treffen, sodass danach eine Aussage
iber die Ordnung moglich ist.

2.1 SATZ (ALLGEMEINE FEHLERENTWICKLUNG):

f(t,x) sei (N + 1) - mal stetig differenzierbar auf I x RY.

Dann gilt fiir ein (Lipschitz-stetiges) Finschrittverfahren der Ordnung m > 1 fiir dquidistante
Schrittweite h gelieferte Ndherungslosung yn, Yo = ug, die asymptotische Entwicklung

Yn = u(tn) + hmem(tn) +ooee Tt hNeN(tn) + hNJrlEN"rl(tn; h)
Dabei ist e;(t) von h unabhingig, Eny1(tn;h) ist beschrinkt.

Beweis. Dieser Beweis ist in [RRan, S. 132] nachzulesen. O

Da mit diesem Satz gesichert ist, dass ein Fehler sich mit einer bestimmten Ordnung in
Polynomen approximieren ldsst, ist eine Extrapolation fiir Einschrittverfahren moglich. Da die
Schrittweite als dquidistant angenommen wird, ist nur eine lokale Extrapolation moglich. Wenn
die Schrittweite nicht dquidistant ist, wére eine sinnvolle Fortsetzung in der Umgebung des
Punktes moglich. Das Verfahren, welches nun approximiert wird, sollte folgende Eigenschaften
aufweisen:

1. Es sollte ein moglichst einfaches Verfahren sein, da pro Zeitschritt eine Funktionsauswer-
tung durchgefithrt wird.

2. Es werden nicht steife Anfangswertprobleme betrachtet, somit sollte die Funktion explizit
sein.

3. Aus Effizienzgriinden sollte sich der Fehler auf h?-Potenzen beschrinken.
Damit ist praktisch nur die Mittelpunktregel von Relevanz:
Yn = Yn—2 + 2hf(tn—1ayn—1)

2.2 SATZ (SATZ VON GRAGG):

Sei f(t,x) nun (2m + 2)-mal stetige differenzierbare Funktion auf I x R und sei y,, die durch
die Mittelpunktregel mit expliziter Euler-Formel als Startprozedur gelieferter Néiherungslosung.
Dann besteht die asymptotische Entwicklung

Yn = ultn) + Em: B2 (an(tn) + (—1)"bk(tn)) + B2 2 Egpy o (tas ).
k=1

Dabei sind ay(t) und by (t) unabhingig von h, Eopmio(t; h) ist beschrinkt.
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Somit liefert dieser Satz eine Formel, die den Fehler in geraden Potenzen in h approximiert.
Jedoch ist der Term ay,(t,,)+(—1)"bx(t,) noch direkt von n abhéngig. Diese Abhéngigkeit, welche
sich im flackernden Vorzeichen von by (t,) ausdriickt, ist nicht gewiinscht. Diese Abhéngigkeit
kann gelost werden, indem

SRS S S
Yn = 4yn71 2yn 4yy+1

definiert wird. Somit folgt nach langerer Rechnung, dass
Un = u(ty) + h? ( 1(tn) + u ) + Zh% <ak + (- 1)”6k(tn)) + O(h*™T2).

Bei dieser Methode ist darauf zu achten, dass die Schrittreihenfolge h; , 1 < ng <
ny < ...dirfen nur gerade oder ungerade n;’s genutzt werden. Wenn auch Jewells andere genutzt
Werden, dann tritt das sich dndernde Vorzeichen wieder auf, was unerwiinscht ist.

Mit all diesen Wissen kann nun die Anleitung zum Extrapolationverfahren nach Gragg-Stoer-
Bulirsch erfolgen:

1. Wahle eine Grundschrittweite H zur Berechnung von y,, = u(t,), n =0,1,2,...
2. Wihle nun ng < nq < --- < n,, und berechne

N(tn + hiy hi) = yn + hif (tn, yn), Anfangsschritt mit Euler,
Nty + (v + Dhy, hy) = n(tn + (v — )by, hy) + 2k f (tn, + vhy, n(t, + vhi, b)), Mittelpunktregel.

Setze
B 1
a(hi) = 7(tnt1, hi) = 1 (N(tns1 — his hi) + 20(tnr1, i) +0(tnr + hiy hi)) -

3. Berechne die Diagonalwerte des Neville-Schemas. Setze
Yn+1 = Tmm7
beginne bei 2.

2.3 BEISPIEL:
Betrachte das folgende Anfangswertproblem:

W/ (t) = —200tu(t)?
{ u(-3) = b t< -3

Die Losung zu diesem Anfangswertproblem lautet u(t) =

1. Setze H = 0.1, nutze die Bulirsch-Folge {H

00t?)~!, approximiere u(0) = 1.

Mm ~

) 9
2. Berechne
n(tn + (v + Lhs, hy),

3. Berechne nun

Ti,O = a(hi)7
Tik—1—Tic1,65—1

2
hi _
() -1

Tix =Tk + ,i=0,....m+1,k=1,...,m,

Yn4+1 = Tmma
Umm, = 2Tm+1,m - Tmm

Wiederhole die Schritte (2) und (3) so lange, bis

H_1|Tmm - mm| S €|yn|
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