Diskretisierung der Wirmeleitungsgleichung

mit irreguliren Anfangsdaten

Wir betrachten die homogene Warmeleitungsgleichung

ut(x,t) —a- Au(z,t) =0 in 2 x (0,00)
u(z)|,eg = u® in (1)
u(t)]gq =0 auf (0, 00)

mit

L Q c RM M > 1, offenes, beschrinktes Gebiet mit glattem Rand 02

L a > 0 konstant

L u® € L2(Q) (u” muss nicht klassisch differenzierbar und nichtmal stetig sein)

Die WLG (1) hat eine eindeutige Losung u. Aufgrund der Glittungseigenschaft
der homogenen WLG ist u auch fiir irregulire Anfangsdaten u® glatt V¢ > 0.

Diskretisierung von (1): L zuerst Diskretisierung des Raums

L anschliefend Diskretisierung in Zeit
1
Im Folgenden: || - || :== (/|- |* dz)> (L*-Norm auf Q)
Q

Raumliche Diskretisierung

L Finite-Elemente-Galerkin-Verfahren der Ordnung m > 2

L S, C L?(Q) ist Finite-Elemente-Raum mit Gitterweite h

l, Diskretisierung des AD u: u% ist L2-Projektion von u° auf Sj,

L Fiir Fehler der rdumlichen Diskretisierung uy, € Sy, gilt folgende Abschétzung fiir ¢ > O:

lu(t) —up(t)|| < C-h™ 2 |ul|| (Beweis siehe [3])

L Matrix A, ist diskretes Analogon des Differentialoperators —aA

L alle Eigenwerte von Aj, sind positiv: 0 < )\}f <. < )\}fv, N =N(h)=~ %

Diskretisierung in der Zeit

L im Raum diskrete WLG ist sehr steifes Problem:

max )\?
1<i<N N 1
min /\? h?
1<i<N

L Fiir Zeitdiskretisierung muss daher ein mindestens A-stabiles Verfahren genutzt werden.



L Betrachte die Trapezregel und das implizite Euler-Verfahren als Vertreter
diagonaler und subdiagonaler Padé-Approximationen der Exponentialfunktion.

L, Padé-Approx. R, = %Z’ vyt >0, puy € Py, quu € Py, ist beste rationale Approx.
einer Funktion f € C'v*t#+l

L Padé-Approx. sind eindeutig und konvergieren mit optimaler Ordnung

L Padé-Approx. von e~? konvergiert fiir z > 0 mit Ordnung s = v + p:

Ruu(2) = e72 4+ O(|2]"TF1), also [e7% = Ruy(2)] < C - [
L diagonale Padé-Verfahren: v = i, subdiagonale Padé-Verfahren: v =y — 1

Trapezregel (Crank-Nicolson-Verfahren)

L implizites Einschrittverfahren: w, = u,_1 + g < f(tp—1,up—1) + g < f(tn, up)
L diagonales Padé-Verfahren Ry1(z) = }%Z; der Ordnung s = 2
L Diskretisierung von wuy(t) in Zeit mit Schrittweite k:

k
n o __ Ih B §Ah n—1

n
bk = "% Uk € Sh
Iy, + %Ah hk ’

L Problem: diagonale Padé-Verfahren sind ”nur” A-stabil

L Hochfrequente Anteile aus irreguldren AD werden nur unzureichend geddmpft und
Fehler durch die Zeit getragen. So kann es zum drastischen Genauigkeitsverlust der
Zeitdiskretisierung im gesamten Zeitintervall kommen.

L, Um dies zu verhindern, ist Einschrinkung der Schrittweite k nétig: k ~ h?

implizites Euler-Verfahren

L implizites Einschrittverfahren: u, = up—1 + k- f(tn, un)
1

L, subdiagonales Padé-Verfahren Ry (2) = 137 der Ordnung s =1

L Diskretisierung von up () in Zeit mit Schrittweite k:

1 -1
Uk = 1w, Vb Uk €5

L subdiagonale Padé-Verfahren sind stark A-stabil
L Fehleranteile aus irreguldrem AD werden exponentiell gedampft.
L Schrittweite k kann beliebig gewahlt werden, da keine Einschréinkung von k

in Abhéngigkeit von h notig ist.

Fiir das implizite Euler-Verfahren ist keine Schrittweitenbeschriankung wie bei der
Trapezregel notig, jedoch konvergiert die Zeitdiskretisierung U}, mit hoherer
Ordnung, wenn sie mit der Trapezregel berechnet wird.

Kann die Schrittweitenbeschrinkung k ~ h? fiir die Trapezregel umgangen werden?



Satz (Glattungsverfahren fiir die Trapezregel)

Wenn bei der Zeitdiskretisierung der WLG (1) mit der Trapezregel die ersten 4 Schritte
durch 4 implizite Euler-Schritte ersetzt werden, gilt fiir beliebige Wahl der Zeitschritt-
weite k folgende ”Glittungsabschdtzung”:

lun(tn) = Ul < C- K282 upll, tn = nk >0

Bemerkungen:
Die globale Ordnung s = 2 bleibt erhalten, da nur endlich viele implizite Euler-Schritte

mit niedrigerer Ordnung durchgefiihrt werden.

Ahnliche Resultate erhiilt man auch fiir...

L ... diagonale Padé-Verfahren héherer Ordnung;:
Ersetze die ersten 2u der diagonalen (p, u)-Padé-Schritte durch subdiagonale
(1w — 1, p)-Padé-Schritte. Dann gilt, ohne dass die globale Ordnung s = 2u

beeinflusst wird:
lun(tn) — Upygll < C- k2t 2 lud ||, tn = nk >0 (Beweis siehe [2])

.. inhomogene WLG wu; —a - Au = f in  x (0,00)
.. inhomogene Randdaten wuly, =g auf (0,00)
.. Irregularitdten in Randdaten wu|,q,, also z.B. Unstetigkeiten in der Zeit

.. zeitabhéngigen Koeffizienten a = a(t)

NN N

.. komplexere Differentialoperatoren
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